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Общая характеристика работы

Диссертация посвящена вопросам геометрической теории приближений в нормированных

пространствах, связанных с исследованием новых геометрических и топологических свойств

оператора метрического проектирования: представление выпуклой оболочки множества в

виде объединения выпуклых оболочек метрических проекций на это множество; доказатель-

ство того, что локально чебышевское множество является чебышевским; оценка числа особых

точек метрической проекции на двумерных римановых многообразиях.

Актуальность темы. Пусть (X, ‖ · ‖) — нормированное пространство, M — непустое

подмножество X. Метрической проекцией элемента x ∈ X на множество M называется мно-

жество PM(x) = {y ∈ M : ρ(x,M) = ‖x − y‖}, где ρ(x,M) = inf{‖x − z‖ : z ∈ M} —

расстояние от элемента x до множества M . Оператор PM , ставящий в соответствие элемен-

ту x его метрическую проекцию на множество M , называется оператором метрического

проектирования. Множество M называется множеством существования, если для любого

x ∈ X множество PM(x) непусто, и множеством единственности, если для любого x ∈ X

множество PM(x) состоит из не более чем одного элемента. Если множество M является од-

новременно и множеством существования и множеством единственности, то есть для любого

x ∈ X метрическая проекция на M однозначна, то M называется чебышевским1.

Оператор метрического проектирования — один из основных объектов, исследуемых в гео-

метрической теории приближений. В современном понимании геометрическая теория при-

ближений изучает взаимосвязи между различными аппроксимативными свойствами мно-

жеств (чебышевость, единственность, существование и т.д.) с их тополого-геометрическими

свойствами (линейность, выпуклость, связность и т.д.) при различных условиях (строгая

выпуклость, гладкость и т.д.) на нормированное пространство.

Свое начало геометрическая теория приближений (как, впрочем, и теория приближений

в целом) берет в классической работе П. Л. Чебышева2, в которой впервые было введено

понятие наилучшего приближения и, в частности, было установлено, что чебышевскими яв-

ляются множества Pn алгебраических многочленов степени не выше n и множества Rmn

рациональных функций со степенью числителя не выше m и степенью знаменателя не выше

1Н.В. Ефимов, С.Б. Стечкин, Некоторые свойства чебышёвских множеств // Докл. АН СССР, 118: 1

(1958), 17–19.
2П.Л. Чебышев, Вопросы о наименьших величинах, связанных с приближенным представлением функ-

ций // 1859, в кн.: Чебышев П.Л., Полн. собр. соч., Т.2, М.-Л., АН СССР, 1947, 151–235.
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n в пространстве C[a, b] действительнозначных функций, непрерывных на отрезке [a, b]. В

своей работе П. Л. Чебышев фактически описал оператор метрического проектирования на

множества Pn и Rmn (теорема об альтернансе). Окончательное становление геометрической

теории приближений как самостоятельной ветви теории приближений произошло в 60-е годы

XX века благодаря, в первую очередь, работам В. Кли, Н. В. Ефимова и С. Б. Стечкина, а

затем работам В. И. Бердышева, Л. П. Власова, А. Л. Гаркави, Е. В. Ошмана, Э. Асплунда,

Х. Беренса, Д. Борвейна, Д. Браесса, А. Брауна, А. Брондстеда, Д. Вулберта, Ч. Данхэма,

Ф. Дойча, Л. Зайичека, И. Зингера, Й. Линденштраусса, Р. Фелпса, Э. Чини, М. Эдельстейна

и др.

Большая часть исследований по геометрической теории приближений в нашей стране

была проведена представителями научной школы С. Б. Стечкина, внесшими существенный

вклад в дальнейшее развитие теории: А. Р. Алимовым, П. В. Альбрехтом, В. И. Андреевым,

В. С. Балаганским, А. А. Васильевой, В. И. Ивановым, М. И. Карловым, С. В. Конягиным,

В. А. Кощеевым, Е. Д. Лившицем, Ю. В. Малыхиным, А. В. Мариновым, К. С. Рютиным,

Г. Ф. Устиновым, И. Г. Царьковым и др., а также М. В. Балашовым, П. А. Бородиным,

Г. Е. Ивановым, В. П. Фонфом и многими другими математиками.

Изучение геометрии чебышёвских множеств в конечномерных линейных нормированных

пространствах было начато Л. Бунтом3, Г. Манном4 и T. Моцкиным5,6. В своей диссертации

Л. Бунт3 доказал, что в строго выпуклых (на сфере пространства нет отрезков) конечномер-

ных банаховых пространствах с модулем гладкости второго порядка (в том числе в евклидо-

вых) всякое чебышёвское множество выпукло, причем в двумерном случае он показал, что

от условия строгой выпуклости можно избавиться. Таким образом, было, в частности, пока-

зано, что в конечномерных евклидовых пространствах Rn классы чебышёвских и выпуклых

замкнутых множеств совпадают. В. Кли в своих ранних работах7,8 обобщил теоремы Бунта

и Моцкина, доказав следующий результат.

3L. Bunt, Bijdrage tot de theorie der convexe puntverzamelingen // Thesis. Univ. Groningen, Amsterdam,

1934.
4H. Mann, Untersuchungen über Wabenzellen bei allgemeiner Minkowskischer Metrik // Monatsh. Math. Phys.,

42 (1935), 417–424.
5Th. Motzkin, Sur quelques propriétés caractéristiques des ensembles convexes // Atti Accad. Naz. Lincei

Rend., 21:6 (1935), 562–567.
6Th. Motzkin, Sur quelques propriétés caractéristiques des ensembles bornés non convexes // Atti Accad. Naz.

Lincei Rend., 21:6 (1935), 773–779.
7V. Klee, A characterization of convex sets // Amer. Math. Mon., 56 (1949), 247–249.
8V. Klee, Convex bodies and periodic homeomorphisms in Hilbert space // Trans. Amer. Maths. Soc, 74 (1953),

10–43.
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Теорема A. Всякое чебышевское множество в гладком конечномерном нормированном про-

странстве выпукло.

Н. В. Ефимов и С. Б. Стечкин одними из первых стали изучать чебышевские множества в

бесконечномерных банаховых пространствах. В дальнейшем были получены многие резуль-

таты по описанию чебышевских множеств в различных пространствах, наиболее важные из

них отражены в обзорах9,10,11,12,13. На сегодняшний день самой известной нерешенной зада-

чей геометрической теории приближений является проблема Кли-Ефимова-Стечкина, также

известная как «проблема выпуклости чебышевских множеств»: всякое ли чебышевское мно-

жество в гильбертовом пространстве выпукло? Её исследовали Н. В. Ефимов и С. Б. Стеч-

кин, В. Кли, В. И. Бердышев, А. Брондстед, А. Л. Браун, В. С. Балаганский и Л. П. Власов,

И. Г. Царьков, А. Р. Алимов.

В сравнении с чебышевскими множествами, множества с многозначной и, в частности,

конечнозначной метрической проекцией мало изучались. Исторически изучение таких мно-

жеств началось с размерностного анализа множества точек неединственности. Именно, будем

обозначать через T = T (M) множество {x ∈ X : |PM(x)| ≤ 1}. Множеством точек неедин-

ственности называется множество X \ T . С. Б. Стечкин14 заложил основы направления гео-

метрической теории приближений по изучению плотностных и категорных свойств точек су-

ществования, единственности и неединственности для множеств с достаточно произвольной

структурой. В частности, он построил пример такого множества в евклидовой плоскости, что

множество точек неединственности X \ T плотно в некотором круге. Размерностные харак-

теристики множеств неединственности в конечномерных пространствах были исследованы в

работах X. Паука15 и П. Эрдеша16. Бесконечномерные аналоги этих результатов были получе-

9А.Р. Алимов, И. Г. Царьков, Связность и солнечность в задачах наилучшего и почти наилучшего при-

ближения // УМН, 71: 1 (427) (2016), 3–84.
10В. С. Балаганский, Л. П. Власов, Проблема выпуклости чебышёвских множеств // УМН, 51: 6 (1996),

125–188.
11Л. П. Власов, Аппроксимативные свойства множеств в линейных нормированных пространствах //

УМН, 28: 6 (1973), 3–66.
12А.Л. Гаркави, Теория наилучшего приближения в линейных нормированных пространствах // Итоги

науки. Сер. Математика. Мат. анал. 1967, ВИНИТИ, М., 1969, 75–132.
13И.Г. Царьков, Геометрическая теория приближения в работах С. Б. Стечкина // Известия Тульского

гос. ун-та, Матем., 11:1 (2005), 236–260.
14С.Б. Стечкин, Аппроксимативные свойства множеств в линейных нормированных пространствах //

Revue de Math. pures et appl., 8:1 (1963), 5–18.
15C. Pauc, Sur la relation entre un point et une de ses projections sur un ensemble // Rev. Sci., 77:8 (1939),

657–658.
16P. Erdős, Some remarks on the measurability of certain sets // Bull. Amer. Math. Soc., 51:10 (1945), 728–731.
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ны С. В. Конягиным17, доказавшим, что множество точек единственности произвольного за-

мкнутого множества в сепарабельном банаховом пространстве имеет II категорию, и Л. Зайи-

чеком, который, в частности, доказал18, что в строго выпуклом сепарабельном пространстве

множество неединственности покрывается счетным числом липшицевых гиперповерхностей.

Л. Зайичек19 и М. И. Карлов20 построили примеры множеств в евклидовой плоскости, пред-

ставляющих собой различные уточнения результатов Стечкина о мере точек неединственно-

сти. Более детальный анализ множества неединственности начался сравнительно недавно.

Для заданного множества M ⊂ X положим Tn = Tn(M) = {x ∈ X : |PM(x)| = n}. Ф. де Бласи

и др. авторами21,22,23 для различных значений n исследовалась мера множества Tn при неко-

торых ограничениях на структуру множества M и условиях на пространство X. К. Бартке и

Х. Беренс24 исследовали множество Tn для множеств M в конечномерных евклидовых про-

странствах. В их работе, в частности, доказано, что множество Rn \ T (M) есть объединение

счетного числа замкнутых множеств, имеющих хаусдорфову размерность n− 1 в простран-

стве Rn. Следует отдельно отметить существование ряда работ25,26,27,28, в которых изучается

вопрос о конечности множества элементов наилучшего или локально наилучшего приближе-

ния посредством рациональных функций, экспоненциальных сумм и других специальных

17С.В. Конягин, Аппроксимативные свойства произвольных множеств в банаховых пространствах и ха-

рактеризации сильно выпуклых пространств // ДАН СССР 239:2 (1978), 261–264.
18L. Zajiček, On the points of multivaluedness of metric projections in separable Banach spaces // Comment.

Math. Univ. Carolinae, 19:3 (1978), 513–523.
19Л. Зайичек, Метрическая проекция и метрическая функция в пространствах Банаха // Теория прибли-

жения функций. Труды международной конференции по теории приближения функций, Наука, М., 1987,

179–182.
20M. I. Karlov, Approximative property of compact C-manifolds in Hilbert space // East J. on Appr., 2:2 (1996),

197–203.
21F. De Blasi, Some geometric properties of typical compact convex sets in Hilbert spaces // Studia Math.,

135:2 (1999), 143–162.
22F. De Blasi, T. Zamfirescu, Cardinality of the metric projection on typical compact sets in Hilbert spaces //

Math. Proc. Cambridge Philos. Soc., 126:1 (1999), 37–44.
23F. De Blasi, N. Zhivkov, Properties of typical bounded closed convex sets in Hilbert space // Abstr. Appl.

Anal., 4 (2005), 423–436.
24K. Bartke, H. Berens, Eine beschreibung der nichteindeutigkeitsmenge für die beste approximation in der

Euklidischen ebene // Journal of Approximation Theory, 47:1 (1986), 54–74.
25D. Braess, Chebyshev Approximation by γ-polynomials, II // Journal of Approximation Theory, 11 (1974),

16–37.
26D. Braess, On Rational L2-Approximation // Journal of Approximation Theory, 18 (1976), 136–151.
27I. Diener, On Nonuniqueness in Nonlinear L2-Approximation // Journal of Approximation Theory, 51 (1987),

54–67.
28R. Verfürth, On the number of local best approximations by exponential sums // Journal of Approximation

Theory, 34 (1982), 306–323.
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аппроксимирующих множеств в различных функциональных пространствах. Работы такого

типа наиболее интересны с точки зрения непосредственных приложений теорем о множествах

с конечнозначной метрической проекцией.

Упомянем также о работах А. Брауна29,30, А. Н. Дранишникова31,32 и В. В. Федорчу-

ка33,34, посвященных изучению конечнозначных и многозначных ретракций. Взаимосвязь

конечнозначных ретракций с геометрической теорией приближений и, в частности, с иссле-

дованием множеств с многозначной метрической проекцией, рассмотрена, например, в работе

А. Р. Алимова35 и в обзоре А. Р. Алимова и И. Г. Царькова36.

При исследовании множеств с конечнозначной метрической проекцией как обобщений

чебышевских множеств, естественно возникает следующая задача: можно ли доказать какие-

либо аналоги теоремы A, если в ее формулировке заменить чебышевское множество на такое

множество M , что для всякого x ∈ X имеет место неравенство 1 ≤ |PM(x)| ≤ n, где n ≥ 2

— фиксированное натуральное число или n = ∞. Для множества M ⊂ X и числа k ∈ N

определим множество, состоящее из всевозможных выпуклых оболочек k точек множества

M :

convkM :=

{ k
∑

i=1

λixi : xi ∈ M, λi ∈ [0, 1],
k

∑

i=1

λi = 1

}

.

По теореме Каратеодори о выпуклой оболочке для всякого множества M в d-мерном норми-

рованном пространстве его выпуклая оболочка convM совпадает с множеством convd+1M .

29A. Brown, Chebyshev Sets and Facial Systems of Convex Sets in Finite-Dimensional Spaces // Proc. London

Math. Soc. (3), 41:2 (1980), 297–339.
30A. Brown, Chebyshev sets and the shapes of convex bodies // Methods of Functional Analysis in

Approximation Theory, Proc. Int. Conf., Bombay, 1985, Internat. Schriftenreihe Numer. Math., 76, Birkhaüser,

Basel, 1986, 98–121.
31А.Н. Дранишников, Многозначные абсолютные ретракты и абсолютные экстензоры в размерности 0 и

1 // УМН, 39:5(239) (1984), 241–242.
32А.Н. Дранишников, Абсолютные F -значные ретракты и пространства функций в топологии поточечной

сходимости // Сиб. матем. журн. 27:3 (1986), 74–86.
33В.В. Федорчук, Мягкие отображения, многозначные ретракции и функторы // УМН, 41:6 (252) (1986),

121–159.
34В.В. Федорчук, Многозначные ретракции и характеризации n-мягких отображений // Тр. ММО, 51,

Издательство Московского университета, М., 1988, 169–207.
35А.Р. Алимов, Выпуклость ограниченных чебышевских множеств в конечномерных пространствах с

несимметричной нормой // Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика, 14:

4 (2) (2014), 489–497.
36А.Р. Алимов, И. Г. Царьков, Связность и солнечность в задачах наилучшего и почти наилучшего при-

ближения // УМН, 71: 1 (427) (2016), 3–84.
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Также нетрудно заметить, что

M = conv1M ⊆ conv2M ⊆ . . . ⊆ convd+1M = convM.

Числом Каратеодори множества M называется такое наименьшее натуральное k, что

convkM = convM . В частности, множество M выпукло тогда и только тогда, когда его

число Каратеодори равно 1. В 2010 году П. А. Бородиным была поставлена

Задача A. Доказать, что в d-мерном гладком пространстве Xd всякое замкнутое мно-

жество M ⊂ Xd с непустой и не более чем k-значной метрической проекцией PM имеет

число Каратеодори не более k.

Очевидно, что в случае k = 1 утверждение задачи в точности совпадает с теоремой A, а

при k ≥ d + 1 оно следует из теоремы Каратеодори о выпуклой оболочке. В нетривиальном

случае k = d = 2 задача A была полностью решена А. А. Флеровым37. В главе I диссертации

исследуется задача A для произвольных натуральных k и d, а также ее естественные обобще-

ния на случай, когда k и d бесконечны. В частности, она полностью решена для ограниченных

множеств M . Отметим, что известен ряд других дополнительных условий на множество M ,

при которых верхняя оценка на его число Каратеодори может быть улучшена. Результаты

этого типа получили В. Фенхель38, И. Барань и Р. Н. Карасёв39 и другие.

Другой класс множеств с, как правило, конечнозначной метрической проекцией, иссле-

дуемый в диссертации, — класс так называемых локально чебышевских множеств. Данное

понятие было предложено М. В. Балашовым в 2012 году по аналогии с локально выпуклыми

множествами: множество M в нормированном пространстве X называется локально чебы-

шевским, если для всякого y ∈ M существует такое r(y) > 0, что пересечение M с замкну-

тым шаром B
(

y, r(y)
)

является чебышевским множеством. Взаимосвязь локально выпуклых

и выпуклых множеств в банаховых пространствах в неявном виде исследовалась в работе

А. В. Арутюнова40, в которой, в частности, был установлен следующий результат:

Теорема B. Всякое связное замкнутое локально выпуклое множество в банаховом про-

странстве является выпуклым.

Отметим, что из выпуклости замкнутого множества его локальная выпуклость следует

очевидным образом. В 2012 году М. В. Балашов поставил следующую задачу.

37А.А. Флеров, Локально чебышевские множества на плоскости // Матем. заметки, 97: 1 (2015), 142–149.
38W.Fenchel, Über Krümmung und Windung geschlossener Raumkurven // Math. Ann., 101 (1929), 238–252.
39I. Bárány, R.Karasev, Notes about the Caratheodory Number // Discrete and Computational Geometry, 48:3

(2012), 783—792
40А.В. Арутюнов, Выпуклые свойства преобразования Лежандра // Матем. заметки, 28: 2 (1980), 255–264.
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Задача B. Верно ли, что всякое замкнутое связное локально чебышевское множество в

банаховом пространстве является чебышевским?

Эту задачу также исследовал А. А. Флеров. Он доказал41, что это верно для множеств на

нормированной плоскости, а в кандидатской диссертации42 указал пример замкнутого, связ-

ного, локально чебышевского, но не чебышевского множества (этот пример идейно восходит

к известному примеру Ч. Данхэма несвязного чебышевского множества в C[0, 1]). Очевидно,

что пересечение выпуклого множества с любым замкнутым шаром выпукло, однако пересе-

чение чебышевского множество с замкнутым шаром может не быть чебышевским, поскольку

сам замкнутый шар в не строго выпуклом банаховом пространстве не является чебышевским

множеством. В связи с этим во II главе диссертации вводится более общее определение ло-

кально чебышевского множества и доказывается, что всякое компактное связное локально

чебышевское множество в конечномерном нормированном пространстве является чебышев-

ским.

В III главе диссертации рассматриваются комбинаторные свойства метрической проекции

на подмножества двумерных поверхностей. На Московской математической олимпиаде 2015

г. была предложена следующая

Задача (11 класс, П. А. Бородин). На поверхности сферической планеты расположены че-

тыре материка, отделенные друг от друга океаном. Назовем точку океана особой, если для

нее найдутся не менее трех ближайших (находящихся от нее на равных расстояниях) то-

чек суши, причем все на разных материках. Какое наибольшее число особых точек может

быть на этой планете?

В главе III исследуется обобщение этой задачи на случай произвольного числа «мате-

риков» (связных попарно непересекающихся замкнутых множеств) Ej, j = 1, . . . , n, на про-

извольном компактном связном двумерном римановом многообразии M2. Пусть E — объ-

единение всех «материков» Ej. Получена точная оценка сверху на количество тех точек x

поверхности M2, метрическая проекция PE(x) которых содержит точки не менее чем трех

«материков» E1, . . . , En. Данная оценка получена в терминах эйлеровой характеристики по-

верхности M2 и числа n. Аналогичный результат получен для метрической проекции PE на

произвольной нормированной плоскости.

41А.А. Флеров, О множествах с не более чем двузначной метрической проекцией на нормированной плос-

кости // Матем. заметки, 101: 2 (2017), 286–301.
42А.А. Флеров, Избранные геометрические свойства множеств с конечнозначной метрической проекцией.

Канд. дис. // МГУ, М., 2016, 68 с.
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Цель работы. Исследование геометрических и топологических свойств оператора мет-

рического проектирования, в частности, представление выпуклой оболочки множества в виде

объединения выпуклых оболочек метрических проекций на это множество, исследование ло-

кально чебышевских множеств в конечномерных пространствах и комбинаторных свойств

метрической проекции на подмножества двумерных поверхностей.

Положения, выносимые на защиту. Научная новизна. В диссертация автором са-

мостоятельно получены следующие новые результаты.

1) Доказано, что в гладком банаховом пространстве замыкание выпуклой оболочки ком-

пакта совпадает с замыканием объединения выпуклых оболочек метрических проекций на

него (Теорема 1.6).

2) Доказано, что всякое компактное связное локально чебышевское множество в конеч-

номерном пространстве является чебышевским (Теорема 2.1).

3) Получена точная оценка сверху на количество точек двумерной поверхности, метри-

ческая проекция которых на подмножество этой поверхности содержит точки не менее трех

компонент связности данного подмножества (Теорема 3.1).

Методы исследования. В работе используются методы топологии, выпуклого анализа,

функционального анализа, а также методы современной геометрической теории приближе-

ний и геометрии банаховых пространств.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретический характер.

Результаты диссертации могут найти применение в теории функций, функциональном ана-

лизе, теории приближений, топологии и геометрии.

Апробация диссертации. Автор выступал с докладами по теме диссертации на следу-

ющих научных семинарах:

• семинар по геометрической теории приближений в МГУ под руководством профессора

П. А. Бородина (неоднократно, 2015–2022);

• семинар “Теория приближений” в МГУ под руководством профессора И. Г. Царькова,

доцента А. С. Кочурова, д.ф.-м.н. А. А. Васильевой и д.ф.-м.н. А. Р. Алимова (2019,

2021);

• семинар по теории функций действительного переменного под руководством академика

РАН Б. С. Кашина, академика РАН С. В. Конягина, профессора Б. И. Голубова, про-

фессора М. И. Дьяченко (2021).

10



Содержащиеся в диссертации результаты докладывались автором на следующих конферен-

циях:

• на международной конференции «Вероятность, анализ и геометрия» в МГУ (2016);

• на Воронежской зимней математической школе «Современные методы теории функций

и смежные проблемы» (2019);

• на международной конференции «Теория приближений и приложения», посвященной

100-летию со дня рождения С. Б. Стечкина (2021).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в трех работах автора в

журналах из перечня ВАК, список которых приведён в конце автореферата. Все результаты

получены автором самостоятельно.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения

и списка литературы из 70 наименований. Общий объем диссертации — 76 страниц.

Краткое содержание диссертации. Нумерация приводимых здесь результатов соот-

ветствует нумерации в основном тексте диссертации.

Во введении дан исторический обзор по тематике работы, обоснована актуальность и

сформулированы цели исследования, а также изложены основные результаты диссертации.

В главе I исследуется вопрос о представлении выпуклой оболочки множества в глад-

ком банаховом пространстве в виде объединения выпуклых оболочек метрических проекций

convPM(x). Обозначим через riM относительную внутренность множества M , то есть внут-

ренность множества M в аффинной оболочке M . Напомним, что подмножество нормиро-

ванного пространства называется ограниченно компактным, если его пересечение со всяким

замкнутым шаром компактно. Получена

Теорема 1.6. Пусть X — банахово пространство, M ⊂ X.

1) Если X — гладкое конечномерное пространство, M — замкнутое множество, то

ri (convM) ⊂
⋃

x∈X

conv
(

PM(x)
)

;

2) Если X — равномерно гладкое пространство, M — ограниченно компактное множе-

ство, то convM =
⋃

x∈X

conv
(

PM(x)
)

;

3) Если X — гладкое пространство, M — компакт, то convM =
⋃

x∈X

conv
(

PM(x)
)

.

Из этой теоремы выводится следствие о множествах с конечной метрической проекцией.
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Следствие 1.5. 1) Пусть X — гладкое банахово пространство, M ⊂ X — компакт и

метрическая проекция PM не более чем k-значна. Тогда convM = convkM .

2) Пусть X — равномерно гладкое банахово пространство, M ⊂ X — ограничен-

но компактное множество и метрическая проекция PM не более чем k-значна. Тогда

convM = convkM .

Таким образом, утверждение задачи A для ограниченного множества M непосредственно

вытекает из пункта 1) следствия 1.5. В случае, когда множество M из задачи A не ограни-

чено, равенство convM = convkM не вытекает из следствия 1.5, однако по пункту 2) этого

следствия выполнено convM = convkM . Нетрудно видеть, что из пункта 1) теоремы 1.6 сле-

дует более сильное утверждение ri (convM) ⊂ convkM . То есть множество convkM содержит

в себе множество convM за исключением, быть может, его границы в аффинной оболоч-

ке M . Отметим, что в теореме 1.6 и следствии 1.5 гладкость пространства X существенна,

поскольку в негладких пространствах могут существовать невыпуклые чебышевские множе-

ства M , для которых M = conv1M ( convM , а следовательно conv1M ( convM (всякое

чебышевское множество замкнуто). Отсюда
⋃

x∈X

conv
(

PM(x)
)

( convM .

В главе II вводится новое определение локально чебышевских множеств и определение

множеств с локально чебышевской границей.

Определение 2.1. Множество A называется локально чебышевским, если для каждой

точки x ∈ A существуют такие число r(x) > 0 и чебышевское множество Fx ⊂ X, что

A ∩ B(x, r(x)) ⊂ Fx ⊂ A.

Обозначим через (x, y〉 луч {x+ t(y − x) : t > 0}.

Определение 2.2. Множество A имеет локально чебышевскую границу, если для каждой

точки x ∈ ∂A существуют такое число r(x) > 0, что метрическая проекция PA однозначна

на B(x, r(x)) и лучи из семейства {(PA(y), y〉 : y ∈ B(x, r(x)) \A} попарно не пересекаются.

Для них доказана

Теорема 2.1. Для компактного связного множества A в конечномерном нормированном

пространстве следующие условия эквивалентны:

1) A — чебышевское множество;

2) A — локально чебышевское множество;

3) A имеет локально чебышевскую границу.
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Тем самым задача B решается положительно для ограниченных множеств в конечномер-

ных пространствах.

В главе III рассматривается метрическая проекция на замкнутое подмножество римано-

вой двумерной поверхности M2, состоящее из k ≥ 3 компонент связности. Вводится опреде-

ление особой точки.

Определение 3.1. Пусть на замкнутом римановом двумерном многообразии M2 располо-

жено множество E, состоящее из k ≥ 3 связных попарно непересекающихся замкнутых

множеств («материков») E1, . . . , Ek. Назовем точку x ∈ M2 особой, если метрическая

проекция PE(x) содержит точки не менее трех различных множеств Ej.

Получена точная оценка сверху на число особых точек.

Теорема 3.1. Пусть на замкнутом римановом двумерном многообразии M2 расположено

множество E, состоящее из k ≥ 3 материков E1, . . . , Ek. Тогда максимально возможное

число особых точек равно 2k−2χ(M2), где χ(M2) — эйлерова характеристика многообразия

M2.

Также показано, что для многообразий размерности больше 2 число особых точек может

быть любым даже для k = 3.
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