




ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Òåîðèÿ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé èçó÷àåò â îïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðè-

áëèæåíèåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè. Òàê, åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ
f : N ! R+ , òî ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî � 2 RnQ ÿâëÿåòñÿ f �ïðèáëèæàåìûì, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p=q, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó ���� � �

p
q

���� 6 f (q):

Ñîîòâåòñòâåííî, äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòîé � (� ) ÷èñëà � íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà ÷èñåë 
 , òàêèõ ÷òî � ÿâëÿåòñÿ q� 1� 
 �ïðèáëèæàå-
ìûì. Èç ïðèíöèïà Äèðèõëå ëåãêî âûâåñòè, ÷òî ëþáîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî
ÿâëÿåòñÿ q� 2�ïðèáëèæàåìûì. Åñëè æå ñóùåñòâóåò òàêîå c > 0, ÷òî � íå ÿâ-
ëÿåòñÿ cq� 2�ïðèáëèæàåìûì, òî ãîâîðÿò, ÷òî � ïëîõî ïðèáëèæàåìî. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïëîõî ïðèáëèæàåìûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü èìååò îãðàíè÷åííûå
íåïîëíûå ÷àñòíûå.
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèÿì ïðèâåäåííûõ âûøå

ïîíÿòèé � äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò, ïëîõî ïðèáëèæàåìîñòè, öåïíûõ äðîáåé.
Ìîæíî âûäåëèòü äâà êëàññè÷åñêèõ íàïðàâëåíèÿ ïîäîáíûõ îáîáùåíèé: â ïåð-
âîì â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà èçìåðåíèÿ îòêëîíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ sup�íîðìà
(èëè åé ýêâèâàëåíòíûå), à âî âòîðîì � ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàò. Òàê âîçíè-
êàþò ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíûõ è ðàâíîìåðíûõ äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò ìàòðèö,
èõ ìóëüòèïëèêàòèâíûå àíàëîãè, ïîíÿòèÿ ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ ìàòðèö è ðå-
øåòîê ñ ïîëîæèòåëüíûì íîðìåííûì ìèíèìóìîì. Âàæíóþ ðîëü â ýòîé íàóêå
èãðàþò òàê íàçûâàåìûå òåîðåìû ïåðåíîñà � óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå àï-
ïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ìàòðèöû � è òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû � | .
Ïåðâûå ìíîãîìåðíûå îïðåäåëåíèÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ îáúåêòîâ áûëè, ïî�

âèäèìîìó, äàíû Ã. Ìèíêîâñêèì, Ã. Ô. Âîðîíûì è Ô. Êëåéíîì. Èìè æå áû-
ëè çàëîæåíû îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè ÷èñåë, ìåòîäû êîòîðîé è ïîçâîëèëè ïî-
ëó÷èòü áîëüøèíñòâî èç ñóùåñòâóþùèõ íà äàííûé ìîìåíò ðåçóëüòàòîâ òåî-
ðèè ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Ïåðâûå ðåçóëüòà-
òû î äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíòàõ áûëè ïîëó÷åíû â 20-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà
À. ß. Õèí÷èíûì è Â. ßðíèêîì. Ýòè ðåçóëüòàòû âïîñëåäñòâèè óëó÷øàëèñü è
îáîáùàëèñü Ê. Ìàëåðîì, Ô. Äàéñîíîì, À. Àïôåëüáåêîì, à â ïîñëåäíèå ãîäû �
Ì. Ëîðàíîì, ß. Áþæî, Ä. Ðóà, Í. Ã. Ìîùåâèòèíûì, à òàêæå êëàññèêîì òåîðèè
äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé Â. Ì. Øìèäòîì. Îäíàêî áîëüøèíñòâî ìíîãîìåð-
íûõ ðåçóëüòàòîâ äî ñèõ ïîð áûëè íåòî÷íû, äëÿ íåêîòîðûõ äèîôàíòîâûõ ýêñ-
ïîíåíò íå áûëî èçâåñòíî íåðàâåíñòâ ïåðåíîñà, íå áûëî äàæå äîêàçàíî òàêîå
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ïðîñòîå è åñòåñòâåííîå óòâåðæäåíèå, ÷òî ìàòðèöà � ìóëüòèïëèêàòèâíî ïëîõî
ïðèáëèæàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìóëüòèïëèêàòèâíî ïëîõî ïðèáëè-
æàåìà � | . À âåäü ïîñëåäíèé âîïðîñ, íåñîìíåííî, âàæåí, ïîñêîëüêó ãèïîòå-
çà Ëèòòëâóäà â òî÷íîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíî
ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ äâóìåðíûõ âåêòîðîâ. Â ñâÿçè ñ ãèïîòåçîé Ëèòòëâóäà
òàêæå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ðåøåòêè ñ ïîëîæèòåëüíûì íîðìåí-
íûì ìèíèìóìîì, ïîñêîëüêó ýòà ãèïîòåçà ñëåäóåò èç òðåõìåðíîé ãèïîòåçû
Îïïåíãåéìà î ïðîèçâåäåíèè ëèíåéíûõ ôîðì, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ïî-
ëîæèòåëüíûìè íîðìåííûìè ìèíèìóìàìè îáëàäàþò òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèå
ðåøåòêè. Êàê îêàçàëîñü, äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøåòîê ñ ïîëîæèòåëüíûìè íîðìåí-
íûìè ìèíèìóìàìè âåñüìà ïîëåçíû òàê íàçûâàåìûå ïîëèýäðû Êëåéíà � îä-
íî èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ öåïíîé äðîáè.
Ïîëîæèòåëüíîñòü íîðìåííîãî ìèíèìóìà ðåøåòêè îáîáùàåò íà ìíîãîìåðíûé
ñëó÷àé ñâîéñòâî ÷èñëà áûòü ïëîõî ïðèáëèæàåìûì. À êàê áûëî ñêàçàíî âû-
øå, èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïëîõî ïðèáëèæàåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî íåïîëíûå ÷àñòíûå îãðàíè÷åíû. Ñîîòâåòñòâåííî, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî
ñâîéñòâî ðåøåòêè èìåòü ïîëîæèòåëüíûé íîðìåííûé ìèíèìóì äîëæíî áûòü
ñâÿçàíî ñ êàêèì-íèáóäü ñâîéñòâîì ìíîãîìåðíîé öåïíîé äðîáè. Êðîìå òîãî, â
80-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà Â. È. Àðíîëüä ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ïîëèýäðû
Êëåéíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåòîê è âûäâèíóë ðÿä ãèïîòåç
îá ýòîé êîíñòðóêöèè, â òîì ÷èñëå âîïðîñ î ìíîãîìåðíîì îáîáùåíèè òåîðå-
ìû Ëàãðàíæà äëÿ öåïíûõ äðîáåé. Òàê âîçíèêàåò âîïðîñ î ïåðåôîðìóëèðîâ-
êå ãèïîòåçû Îïïåíãåéìà äëÿ ëèíåéíûõ ôîðì â òåðìèíàõ ñâîéñòâ ïîëèýäðîâ
Êëåéíà, òî åñòü î òîì, êàê ñâÿçàòü ïîñðåäñòâîì ýòèõ ñâîéñòâ àëãåáðàè÷íîñòü
ðåøåòêè è ïîëîæèòåëüíîñòü åå íîðìåííîãî ìèíèìóìà.
Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñäåëàí âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè äèîôàíòîâûõ

ýêñïîíåíò, òåîðèè ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ ìàòðèö, òåîðèè ðåøåòîê ñ ïîëîæè-
òåëüíûì íîðìåííûì ìèíèìóìîì è òåîðèè ìíîãîìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé äà-
þùèé, â ÷àñòíîñòè, îòâåòû íà íåêîòîðûå èç óêàçàííûõ âûøå âîïðîñîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû.
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íà äàííûé ìîìåíò îíè

ÿâëÿþòñÿ ëó÷øèìè èç ñóùåñòâóþùèõ â äàííîé îáëàñòè. Êðîìå òîãî, äëÿ èõ
îáîñíîâàíèÿ áûë ðàçðàáîòàí ðÿä íîâûõ ìåòîäîâ. Òàê, íîâûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ðàáîòû ñ äâîéñòâåííûìè ðàöèîíàëüíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ïîçâîëÿþùèé
ó÷èòûâàòü �ðàâíîìåðíûé� àñïåêò äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Íîâûì òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, ïðèâëåêàþùèé îäíîâðåìåííî ïîëèëèíåéíóþ àëãåáðó è ïàðà-
ìåòðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ ÷èñåë äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ äèîôàíòî-
âûõ ýêñïîíåíò. Íîâîé ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ, îáîáùàþùàÿ íà ìíîãîìåðíûé
ñëó÷àé ïîíÿòèå íåïîëíîãî ÷àñòíîãî. Òàêæå âïåðâûå èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï
�äâîéíîãî� ïåðåíîñà.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì :

� Óñèëåíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà ïåðåíîñà Ìàëåðà
� Äîêàçàíà òåîðåìà ïåðåíîñà äëÿ ðàâíîìåðíûõ äèîôàíòîâûõ ýêñïîíåíò,
óñèëèâàþùàÿ òåîðåìû ßðíèêà è Àïôåëüáåêà

� Äîêàçàíà òåîðåìà ïåðåíîñà äëÿ ðåãóëÿðíûõ è ðàâíîìåðíûõ äèîôàíòîâûõ
ýêñïîíåíò, óñèëèâàþùàÿ òåîðåìû Õèí÷èíà è Äàéñîíà, à òàêæå îáîáùàþ-
ùàÿ òåîðåìû Ëîðàíà è Áþæî

� Ïîëó÷åíû íîâûå íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ äèîôàíòîâûõ ýêñïî-
íåíò, óñèëèâàþùèå íåðàâåíñòâà ßðíèêà, Õèí÷èíà è Äàéñîíà

� Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ëèíåéíûõ ôîðì çàäàííîãî äèîôàíòî-
âîãî òèïà

� Äîêàçàíà òåîðåìà ïåðåíîñà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ äèîôàíòîâûõ ïðè-
áëèæåíèé

� Ïîëó÷åí ðÿä íåðàâåíñòâ ïåðåíîñà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ äèîôàíòîâûõ
ýêñïîíåíò, óñèëèâàþùèõ ðåçóëüòàòû Øìèäòà è Âîíãà

� Äîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà � ìóëüòèïëèêàòèâíî ïëîõî ïðèáëèæàåìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìóëüòèïëèêàòèâíî ïëîõî ïðèáëèæàåìà � |

� Ïîëó÷åí ìíîãîìåðíûé àíàëîã èçâåñòíîãî óòâåðæäåíèÿ, ÷òî èððàöèîíàëü-
íîå ÷èñëî ïëîõî ïðèáëèæàåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íåïîëíûå
÷àñòíûå îãðàíè÷åíû

� Ïîëó÷åí ìíîãîìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ëàãðàíæà î öåïíûõ äðîáÿõ
� Ïîëó÷åíà ïåðåôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû Îïïåíãåéìà î ïðîèçâåäåíèè ëè-
íåéíûõ ôîðì â òåðìèíàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëèýäðîâ Êëåéíà

� Ïîëó÷åíî îïèñàíèå îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ òðåõìåðíîé ðåøåòêè êàê
òî÷åê, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå ïîëèýäðà Êëåéíà ýòîé ðåøåòêè

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ãåîìåòðèè ÷èñåë, âûïóêëîãî àíàëèçà, ëè-

íåéíîé àëãåáðû, òåîðèè äâîéñòâåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ, òåîðèè àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ðåøåòîê, à òàêæå ìåòîäû ïîëèëèíåéíîé àëãåáðû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

äèññåðòàöèè, è ðàçðàáîòàííûå â íåé ìåòîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â çàäà-
÷àõ, âîçíèêàþùèõ â êîíòåêñòå êëàññè÷åñêîé ãèïîòåçû Ëèòòëâóäà, ãèïîòåçû
Îïïåíãåéìà î ïðîèçâåäåíèè ëèíåéíûõ ôîðì, ãèïîòåçû Âèðçèíãà î ïðèáëè-
æåíèè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë àëãåáðàè÷åñêèìè, à òàêæå â ðÿäå äðóãèõ çàäà÷
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òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ äèîôàíòîâûìè ýêñïîíåíòà-
ìè è ìíîãîìåðíûìè îáîáùåíèÿìè öåïíûõ äðîáåé. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò âåñüìà ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå �
â ðàìêàõ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ è ñïåöèàëüíûõ ñåìèíàðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü àâòî-

ðîì íà ìíîãî÷èñëåííûõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ.
Ïåðå÷èñëèì êîíôåðåíöèè:

� V ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå
ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ� (Òóëà, ìàé 2003)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ � 23rd Journ�ee Arithm�etiques Graz 2003�
(Graz, Àâñòðèÿ, èþëü 2003)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Diophantine analysis, uniform distributions
and applications� (Ìèíñê, Áåëàðóñü, àâãóñò 2003)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Analytic metho ds in Numb er Theory,
Probability and Statistics� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, àïðåëü 2005)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ � 24th Journ�ee Arithm�etiques Marseilles 2005�
(Marseilles, Ôðàíöèÿ, èþëü 2005)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Analytical and Combinatorial Metho ds in
Numb er Theory and Geometry� (Ìîñêâà, ìàé 2006)

� Ìåæäóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé êîíãðåññ 2006 (Madrid, Èñïàíèÿ, àâãóñò
2006)

� V ìåæäóíàðîäíàÿ ëåòíÿÿ øêîëà �Algebra, Top ology, Analysis and
Applications� (Ëüâîâ, Óêðàèíà, àâãóñò 2007)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Fete of Combinatorics and Computer
Science� (Keszthely, Âåíãðèÿ, àâãóñò 2008)

� XXXIV Äàëüíåâîñòî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà �Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðî-
áëåìû ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ íàóê� (Õàáàðîâñê, èþíü 2009)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ � 26th Journ�ee Arithm�etiques Saint-Etienne
2009� (Saint-Etienne, Ôðàíöèÿ, èþëü 2009)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Geometry, Top ology, Algebra and Numb er
Theory, Applications� (Ìîñêâà, àâãóñò 2010)

� Ìåæäóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé êîíãðåññ 2010 (Hyderabad, Èíäèÿ, àâ-
ãóñò 2010)
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� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Diophantine Approximation and
Transcendence� (Luminy, Ôðàíöèÿ, ñåíòÿáðü 2010)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Numb er Theory and Its Applications�
(Debrecen, Âåíãðèÿ, îêòÿáðü 2010)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ � 27th Journ�ee Arithm�etiques Vilnius 2011�
(Âèëüíþñ, Ëèòâà, èþëü 2011)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Diophantine Approximation. Current State
of Art and Applications� (Ìèíñê, Áåëàðóñü, èþëü 2011)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Diophantische Approximationen�
(Ob erwolfach, Ãåðìàíèÿ, àïðåëü 2012)

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Diophantine Analysis� (Àñòðàõàíü, èþëü
2012)

� Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ â ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà (2002�2012).

Ïåðå÷èñëèì òåïåðü ñåìèíàðû:

� Ìîñêîâñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ÷èñåë ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.�êîðð. ÐÀÍ
Þ. Â. Íåñòåðåíêî è ä.ô.�ì.í. Í. Ã. Ìîùåâèòèíà

� Çàñåäàíèå Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà
� Çàñåäàíèå Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà
� Ìèíñêèé ãîðîäñêîé ñåìèíàð ïî òåîðèè ÷èñåë ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.�ì.í.
Â. È. Áåðíèêà

� Ñåìèíàð �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñåë� (ÌÈÀÍ) ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ä.ô.�ì.í. Ñ. Â. Êîíÿãèíà è È. Ä. Øêðåäîâà

� Ñåìèíàð �Àðèôìåòèêà è ãåîìåòðèÿ� (ÌÃÓ) ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.�ì.í.
Í. Ã. Ìîùåâèòèíà, ä.ô.�ì.í. À. Ì. Ðàéãîðîäñêîãî

� Ñåìèíàð �Äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è ãåîìåòðèÿ ÷èñåë� (ÌÃÓ) ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ä.ô.�ì.í. Í. Ï. Äîëáèëèíà è ä.ô.�ì.í. Í. Ã. Ìîùåâèòèíà

� Îáùåôàêóëüòåòñêèé ñåìèíàð ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Óíèâåðñèòåòà
ã. Éîðê, Âåëèêîáðèòàíèÿ

� Îáùåôàêóëüòåòñêèé ñåìèíàð ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Óíèâåðñèòåòà
ã. ×àíäèãàð, Èíäèÿ

� Îáùåôàêóëüòåòñêèé ñåìèíàð ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Óíèâåðñèòåòà
ã. Àâåéðî, Ïîðòóãàëèÿ

� Îáùåôàêóëüòåòñêèé ñåìèíàð ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Óíèâåðñèòåòà
ã. Áèëåôåëüä, Ãåðìàíèÿ
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Ïóáëèêàöèè.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 12 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðè-

âîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Âñå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõî-
äÿùèõ â äåéñòâóþùèé ïåðå÷åíü ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 150 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îáùåé õà-

ðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, âêëþ-
÷àþùåãî 75 íàèìåíîâàíèé.
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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ îáçîð ïðåäøåñòâóþùèõ ðåçóëü-
òàòîâ. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà �âûïóêëûì� çàäà÷àì òåîðèè ìíîãîìåðíûõ
ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé, òî åñòü êîãäà îòêëîíåíèå èçìåðÿåòñÿ
ïðè ïîìîùè sup�íîðìû, à òðåòüÿ ãëàâà � �ìóëüòèïëèêàòèâíûì� çàäà÷àì, òî
åñòü êîãäà âìåñòî sup�íîðìû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàò.
Áîëüøàÿ ÷àñòü âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåíà òåîðåìàì ïåðåíîñà äëÿ äèîôàí-

òîâûõ ýêñïîíåíò. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà

� =

0

@
� 11 � � � � 1m
... . . . ...

� n1 � � � � nm

1

A ; � ij 2 R; n + m > 3;

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

� x = y (1)

ñ ïåðåìåííûìè x 2 Rm , y 2 Rn . Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç � | òðàíñïîíèðîâàí-
íóþ ìàòðèöó. Ðàññìîòðèì �òðàíñïîíèðîâàííóþ� ñèñòåìó

� | y = x ; (2)

ãäå, êàê è ïðåæäå, x 2 Rm è y 2 Rn .

Îïðåäåëåíèå 1. Ñóïðåìóì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 
 , äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò ñêîëü óãîäíî áîëüøîå t , òàêîå ÷òî (ñîîòâ. äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì
äîñòàòî÷íî áîëüøîì t ) ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

jx j1 6 t; j� x � y j1 6 t � 
 (3)

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (x ; y ) 2 Zm � Zn , íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé (ñîîòâ.
ðàâíîìåðíîé ) äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòîé ìàòðèöû � è îáîçíà÷àåòñÿ � (�)
(ñîîòâ. � (�) ).

Äëÿ n = 1 èìååò ìåñòî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà ïåðåíîñà Õèí÷èíà 1 :

Òåîðåìà A. (Õèí÷èí) Åñëè n = 1 , òî

� (�)
(m � 1)� (�) + m

6 � (� | ) 6
� (�) � m + 1

m
: (4)

1 A. Ya. Khintchine �Uber eine Klasse linearer Diophantischer Approximationen. Rend. Sirc. Mat. Palermo,
50 (1926), 170�195
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Ýòè íåðàâåíñòâà íåóëó÷øàåìû 2 ; 3 , åñëè îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì âå-
ëè÷èí � (�) è � (� | ) . Íî åñëè ïðèâëå÷ü � (�) è � (� | ) , ìîæíî äîêàçàòü íå÷òî
áîëåå ñèëüíîå. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ n = 1 ïðèíàäëåæèò Ëîðàíó
è Áþæî 4 ; 5 . Îíè äîêàçàëè ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà B. (Ëîðàí, Áþæî) Åñëè n = 1 , m > 2, à êîìïîíåíòû �
ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Q , òî

� (� | ) >
(� (�) � 1)� (�)

((m � 2)� (�) + 1) � (�) + ( m � 1)� (�)
;

� (� | ) 6
(1 � � (� | )) � (�) � m + 2 � � (� | )

m � 1
:

(5)

Òåîðåìà A áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ n , m Äàéñîíîì 6 :

Òåîðåìà C. (Äàéñîí) Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n , m , íå ðàâíûõ îäíîâðå-
ìåííî 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

� (� | ) >
n� (�) + n � 1

(m � 1)� (�) + m
: (6)

Â ïàðàãðàôå 2.1 ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ îáîáùàåò
òåîðåìó B è óòî÷íÿåò òåîðåìó C:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1)
íå îäíîìåðíî. Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n , m , íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî 1,
ñïðàâåäëèâû òðè íåðàâåíñòâà

� (� | ) >
n� (�) + n � 1

(m � 1)� (�) + m
; (7)

� (� | ) >
(n � 1)(1 + � (�)) � (1 � � (�))
(m � 1)(1 + � (�)) + (1 � � (�))

; (8)

� (� | ) >
(n � 1)(1 + � (�) � 1) � (� (�) � 1 � 1)
(m � 1)(1 + � (�) � 1) + ( � (�) � 1 � 1)

: (9)

Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ýêñïîíåíò � (�) è � (� | ) ßðíèê 7 äîêàçàë ñëåäóþùåå.

2 V. Jarn � �k �Uber einen Satz von A. Khintchine. Prace Mat. Fiz, 43 (1936), 151�166
3 V. Jarn � �k �Uber einen Satz von A. Khintchine, 2. Acta Arithm., 2 (1936), 1�22
4 M. Laurent Exponents of Diophantine approximation in dimension two. Canad. J. Math., 61 (2009),

165�189
5 Y. Bugeaud, M. Laurent On transfer inequalities in Diophantine approximations II. Math. Z., 265:2

(2010), 249�262
6 F. J. Dyson On simultaneous Diophantine approximations. Pro c. London Math. So c., (2) 49 (1947), 409�

420.
7 V. Jarn � �k Zum Khintchineschen � �Ubertragungssatz�. Trav. Inst. Math. Tbilissi, 3 (1938), 193�212
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Òåîðåìà D. (ßðíèê) Åñëè n = 1 , m = 2 , à ýëåìåíòû � ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Q , òî

� (�) � 1 + � (� | ) = 1 : (10)

Òåîðåìà E. (ßðíèê) Åñëè m > 3, à ýëåìåíòû � ëèíåéíî íåçàâèñèìû
âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Q, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(i )

� (�)
(m � 1)� (�) + m

6 � (� | ) 6
� (�) � m + 1

m
; (11)

(ii ) åñëè � (�) > m (2m � 3), òî

� (� | ) >
1

m � 1

�
1 �

1
� (�) � 2m + 4

�
;

(iii ) åñëè � (�) > (m � 1)=m, òî

� (� | ) > m � 2 +
1

1 � � (�)
:

Òåîðåìà E áûëà âïîñëåäñòâèè îáîáùåíà Àïôåëüáåêîì 8 íà ñëó÷àé ïðîèç-
âîëüíûõ n , m .

Òåîðåìà F. (Àïôåëüáåê) (i ) Âñåãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

� (� | ) >
n� (�) + n � 1

(m � 1)� (�) + m
: (12)

(ii ) Åñëè m > 1 and � (�) > (2(m + n � 1)(m + n � 3) + m)=n, òî

� (� | ) >
1
m

�
n +

n(n� (�) � m) � 2n(m + n � 3)
(m � 1)(n� (�) � m) + m � (m � 2)(m + n � 3)

�
:

Â ïàðàãðàôå 2.1 ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ óëó÷øàåò
òåîðåìû E è F:

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n , m , íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî 1,
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

� (� | ) >

8
>><

>>:

n � 1
m � � (�)

; ïðè � (�) 6 1;

n � � (�) � 1

m � 1
; ïðè � (�) > 1:

(13)

8 A. Apfelbeck A contribution to Khintchine's principle of transfer. Czech. Math. J., 1 :3 (1951), 119�147
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Â îñíîâå ìíîãèõ òåîðåì, ñâÿçûâàþùèõ ñèñòåìó (1) ñ òðàíñïîíèðîâàííîé,
ëåæàò óòâåðæäåíèÿ ëîêàëüíîãî õàðàêòåðà, íàèáîëåå ñèëüíûì èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ òåîðåìà Ìàëåðà 9 ; 10 ; 11 :

Òåîðåìà G. (Ìàëåð) Åñëè 0 < U < 1 < X è äëÿ x 2 Zm , y 2 Zn

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 < jx j1 6 X; j� x � y j1 6 U; (14)

òî ñóùåñòâóþò òàêèå x 2 Zm , y 2 Zn , ÷òî

0 < jy j1 6 Y; j� | y � x j1 6 V; (15)

ãäå

Y = ( d � 1)
�
X mU1� m� 1

d� 1 ; V = ( d � 1)
�
X 1� nUn� 1

d� 1 ; è d = n + m: (16)

Ìåòîä, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.1, ïîç-
âîëèë óñèëèòü ýòó òåîðåìó. Â òîì æå ïàðàãðàôå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíò d � 1 ìîæíî çàìåíèòü ìåíüøåé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê
åäèíèöå ïðè d ! 1 . À èìåííî, ìû îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó

� d =
1

2d� 1
p

d
vold� 1

n
x 2 B d

1

���
dX

i=1

x i = 0
o

; (17)

ãäå Bd
1 îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé øàð â sup-íîðìå â ïðîñòðàíñòâå Rd , à vold� 1(�)

îáîçíà÷àåò (d � 1)�ìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà, è äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 3. Åñëè 0 < U < 1 < X è äëÿ x 2 Zm , y 2 Zn ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

0 < jx j1 6 X; j� x � y j1 6 U; (18)

òî ñóùåñòâóþò òàêèå x 2 Zm , y 2 Zn , ÷òî

0 < jy j1 6 Y; j� | y � x j1 6 V; (19)

ãäå

Y = �
� 1

d� 1
d

�
X mU1� m� 1

d� 1 ; V = �
� 1

d� 1
d

�
X 1� nUn� 1

d� 1 : (20)

9 K. Mahler Ein �Ubertragungsprinzip f �ur lineare Ungleichungen. �Cas. Pe�st. Mat. Fys., 68 (1939), 85�92
10 K. Mahler On a theorem of Dyson. Mat. sb ornik, 26(68) :3 (1950), 457�462
11 J. W. S. Cassels An introduction to Diophantine approximation. Cambridge University Press (1957)
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Ïàðàãðàô 2.2 ïîñâÿùåí òàê íàçûâàåìûì ïðîìåæóòî÷íûì ýêñïîíåíòàì �
ïîêàçàòåëÿì òîãî, íàñêîëüêî õîðîøî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ïðè-
áëèæàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè Rd ðàçìåðíîñòè p. Ðàññìàò-
ðèâàåìûå âûøå ýêñïîíåíòû � (�) è � (�) ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ
p = 1 , à â äâîéñòâåííîé ïîñòàíîâêå � ñëó÷àþ p = d � 1. Áîëüøóþ ðàáîòó
â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîäåëàë Øìèäò 12 . Ñàìûì ïðîñòûì ñïîñîáîì îáîáùèòü
îïðåäåëåíèå 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñóïðåìóì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 
 , äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò ñêîëü óãîäíî áîëüøîå t , òàêîå ÷òî (ñîîòâ. äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì
äîñòàòî÷íî áîëüøîì t ) ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

jx j1 6 t; j� x � y j1 6 t � 
 (21)

èìååò p ðåøåíèé zi = ( x i ; y i ) 2 Zm � Zn , i = 1 ; : : : ; p, ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ íàä Z , íàçûâàåòñÿ p-é ðåãóëÿðíîé (ñîîòâ. ðàâíîìåðíîé) äèîôàíòîâîé
ýêñïîíåíòîé ïåðâîãî òèïà ìàòðèöû � è îáîçíà÷àåòñÿ � p(�) (ñîîòâ. � p(�) ).

Ëîðàíîì è Áþæî 13 ; 14 áûëî äàíî îòëè÷íîå îò ýòîãî îïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ
m = 1 . Â ïàðàãðàôå 2.2 ìû îáîáùàåì èõ îïðåäåëåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ
n; m . Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1), ò.å.

L =
n

z = ( x ; y ) 2 Rd
��� � x = y

o
; d = m + n;

è ïîëîæèì k = max(0 ; m � p) .

Îïðåäåëåíèå 3. Ñóïðåìóì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 
 , äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò ñêîëü óãîäíî áîëüøîå t , òàêîå ÷òî (ñîîòâ. äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì
äîñòàòî÷íî áîëüøîì t ) ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

jZ j 6 t; max
L2^ 1+ k (L )

jL j=1

jL ^ Z j 6 t � 
 (22)

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â Z 2 ^ p(Zd) , íàçûâàåòñÿ p-é ðåãóëÿðíîé (ñîîòâ.
ðàâíîìåðíîé) äèîôàíòîâîé ýêñïîíåíòîé âòîðîãî òèïà ìàòðèöû � è îáîçíà-
÷àåòñÿ bp(�) (ñîîòâ. ap(�) ).
12 W. M. Schmidt On heights of algebraic subspaces and diophantine approximations. Annals of Math. 85 :3
(1967), 430�472
13 M. Laurent On transfer inequalities in Diophantine Approximation. Â ñáîðíèêå �Analytic Numb er
Theory, Essays in Honour of Klaus Roth� (ïîä ðåä. W. W. L. Chen, W. T. Gowers, H. Halb erstam, W. M. Schmidt
è R. C. Vaughan). Cambridge University Press (2009), 306�314
14 Y. Bugeaud, M. Laurent On transfer inequalities in Diophantine approximations II. Math. Z., 265:2
(2010), 249�262
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