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1. Квазиоднородные системы, тензорные законы сохранения. 
Система п дифференциальных уравнений 

&* = vl (х\ . . ., хп), 1 < * < п, (1) 
называется квазиоднородной с показателями квазиоднородности 
g1, . . ., gn, если 

v{ (vM*x\ . . .,,agnxn) = а**+1и* (x\ . . ., xn) (2) 
при всех значениях хя а^>0. Другими словами, уравнения (1) 
инварианты при подстановке 

хг ->- a8ix{, t -*- £/а. 
Примером служит система с однородными квадратичными пра

выми частями: здесь g1 = . . . = gn = 1. В частности, в этот класс 
попадают уравнения Эйлера — Пуанкаре, описывающие геодези
ческие на группах Ли с инвариантной метрикой. Популярный при
мер из динамики — задача Кирхгофа о движении твердого тела в 
безграничном объеме идеальной жидкости. Другие примеры квази
однородных систем дают уравнения задачи многих гравитирующих 
тел, а также уравнения Эйлера — Пуассона, описывающие враще
ние тяжелого твердого тела вокруг неподвижной точки. Эти за
мечания показывают целесообразность рассмотрения квазиодно
родных систем с точки зрения приложений. 

Напомним, что тензорное поле Т (х) является инвариантом 
(«законом сохранения») для системы (1), если LVT = О, где Lv — 
производная Ли вдоль векторного поля v. Приведем явное выра
жение для производной Ли для тензорного поля типа (р, q): 

Г Тк"ЛР „в д ти"ЛР I Til"miP ди I А-Гк"Л}> . ди 
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Скалярные инварианты являются интегралами системы (1), ин
вариантные векторные поля — полями симметрии (они коммути
руют с полем У), а инвариантные внешние формы порождают ин
тегральные инварианты этой системы. 

Тензорное поле Т типа (р, q) назовем квазиоднородным степени 
m с показателями квазиоднородности g1? . . ., gn, если 

(4) тХ% (ь**1* • • - ь'»*п) = ^ ' г ' 
Эквивалентное определение: 

Tif-ip х**...х<1 
q x1^ . . . xP 

- * / g W 1 Ji- :>„(*)• 

— квазиоднородные функции от ж1, . . ., хп степени т. 
Целесообразность введения квазиоднородных тензорных по

лей диктуется следующим обстоятельством: все слагаемые в вы
ражении для производной Ли (3) являются квазиоднородными 
функциями одной и той же степени. В частности, при решении за
дачи об инвариантных тензорных полях квазиоднородных систем 
мы можем ограничиться рассмотрением квазиоднородных тензо
ров: разложим компоненты инвариантного тензора в ряд по квази
однородным формам; тогда слагаемые одной и той же степени дают, 
очевидно, квазиоднородное инвариантное тензорное поле. 

2. Метод Ковалевской — Ляпунова. В классической работе 
Ковалевской [1] решена задача об условиях мероморфности пол
ного решения уравнений вращения тяжелого твердого тела во
круг неподвижной точки. Метод Ковалевской развит в работе Ля
пунова [2], что позволило решить более общую задачу об одно
значности общего решения как функции комплексного времени. 
Следуя [3], применим метод Ковалевской — Ляпунова для квази
однородных систем (1). Попутно будут введены объекты, необхо
димые для дальнейшего рассмотрения. 

Уравнения (1) имеют частные решения следующего вида: 
х1 = cifSi, . . ., хп = спГдп. (5) 

Постоянные коэффициенты (в общем случае комплексные) ci удов
летворяют алгебраической системе уравнений 

vl (сх, . . . , с„) = —giCi. 

Эта система, как правило, имеет нетривиальные решения. 
Выпишем уравнения в вариациях для частного решения (5): 

? = -fj(c1t-b,...rCnt-gn)Z>. (6) 

Дифференцируя тождество (2) по х\ получим равенство 

- ^ - (аекё,...., agnx
n) = agrgi+1 J^L (x1 , . . . , хп). (7) 
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Подставляя а = i/t в (7), перепишем уравнения (6): 

dxJ 

Эта линейная система имеет частные решения 

где р — собственное значение, а ср — собственный вектор матрицы 
К = \\К\ ||, где 

*}=-£)-(с)+ 6}*,. 

Здесь 6} — символ Кронекера. 
Матрица i£ впервые появилась в работе [1]. Поэтому она назы

вается матрицей Ковалевской, а ее собственные значения — по
казателями Ковалевской (см. [3]). 

Предположим, что все gi — целые положительные числа. Мож
но показать (см. [3]), что если общее решение системы (1) представ
ляется однозначными (мероморфными) функциями комплексного 
времени, то показатели Ковалевской р7- являются целыми (соот
ветственно целыми неотрицательными) числами. 

В работе Иошиды [3] рассмотрена задача о наличии квазиодно
родных интегралов системы (1) (инвариантных тензоров типа (0, 0)) 
и доказана следующая 

ТЕОРЕМА. Пусть / — квазиоднородный интеграл степени т 
с показателями квазиоднородности g±, . . ., gn и d/ (с) Ф 0. Тогда 
р = т — показатель Ковалевской. 

Этот результат устанавливает замечательную связь между 
свойством мероморфности общего решения и наличием непостоян
ных интегралов. Отметим, что если имеется к квазиоднородных 
интегралов /1? . . ., fk одной и той же степени т, причем их диффе
ренциалы d/i, . . ., d/fc линейно независимы в точке х = с, то р = 
— т — показатель Ковалевской кратности ^ к. 

3. Основная теорема. Наша цель — распространить резуль
тат Иошиды на тензорные инварианты произвольного типа. Мы 
будем рассматривать тензорные поля типа (р, д), р + q !> 1. 

ТЕОРЕМА. Предположим, что система (1) допускает квази
однородный тензорный инвариант степени т, причем Т (с) Ф 0. 
Тогда найдутся целые числа 1 <^ ix, . . ., iv, j ± , . . ., j q <1 n такие} 
что 

Pi, + . • • + 9iv - PA - • • • - PJq + m = 0. (8) 

Из этого результата можно вывести ряд следствий. Сначала 
получим теорему Иошиды из п. 2. Пусть / — квазиоднородный 
интеграл степени т, причем точка х = с не является для него 
критической. Рассмотрим тензорное поле типа (0, 1): 

Т{ = df/dx*. 
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В силу определения п.1 оно квазиоднородное и его степень равна 
т. Так как производная Ли коммутирует с операцией дифферен
цирования, то тензорное поле 7^ является инвариантом для си
стемы (1). Остается применить основную теорему и воспользовать
ся соотношением (8). 

Рассмотрим теперь векторное поле и = {иг}, коммутирующее 
с исходным полем и = {и1}. Это тензорное поле типа (1, 0), являю
щееся инвариантом для системы (1). 

С л е д с т в и е 1. Предположим, что система (1) допускает 
квазиоднородное поле симметрии степени т, причем и (с) Ф 0. 
Тогда р = —т — показатель Ковалевской. 

Это утверждение показывает любопытную связь между усло
вием однозначности общего решения квазиоднородной системы и 
наличием нетривиальных симметрии (см. п. 2). Если система (1) 
допускает к квазиоднородных полей симметрии ии . . ., щ одной 
и той же степени т, линейно независимых в точке х = с, то р = 
= — т — показатель Ковалевской кратности ^> к. 

С л е д с т в и е 2. Если с Ф 0, то р = —1 — показатель Ко
валевской. 

Действительно, и == v — квазиоднородное поле симметрии сте
пени т = 1. Остается заметить, что Vх (с) = —gtCi и gi Ф 0. 

Этот результат можно получить иначе. Ввиду автономности 
система (1) имеет семейство решений 

х1 (t, а) = Ci/(t + a)gi, 1 < i < п, 

где а — вещественный параметр. Производные 
e.g. 

гьг дх 
да ^ i + i 

удовлетворяют уравнениям в вариациях (6). Следовательно, р = 
= —1 — собственное значение матрицы К с собственным векто
ром (—<?!#!, . . ., — cngn) Ф 0. 

4. Доказательство основной теоремы. Приравняем нулю пра
вую часть (3) и подставим в полученное тождество вместо х реше
ние (5). Тогда 

дТ iv..iTi 

дх x=ct-8 
-+Х> дт1}-

дТ1Глр 
J. Jq 

дх 

— r ( m — i •—sjn 

дх 

'x=ctS 

(СГ*) = 

.+•••+*о п а - ^ 
- * j f l + * t . + + s. 

»-«Л—-*/ ,+«,+•• •+*,„+ rt \(с). 
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Здесь использована формула Эйлера для квазиоднородных функ
ций (надо продифференцировать тождество (4) по Я, и положить 
затем Я = 1). С помощью тождества (7) преобразуем остальные 
слагаемые в правой части (3): 

ii--iB ( с \ dv 7\"1'.' Р 
9\ Г / дх1' -g - t

m~Sl!-gh—.-glq+gi^...+glntg1:.gh+1 

—(m—gJl—...—gJq + gil + ... + gin) Tl;;:!.fq + 
В результате приходим к равенству 

грк--Лр dV грЧ — Ьр OV 

+L * > • • • • > * - 5 ? : + • • • + Л-^1*1л ~ 
TU*-h дии

 Th-h-ll dvlP n 
* J i . . - 7 / • • • •* 7 i . . . J т— = U . 

71 75 dx' 7 i 7<? д ^ 

Вспоминая определение матрицы Ковалевской, получаем окон
чательно 

- т£::%& - . . . - Tt:lrf к1? = о. <э> 
Без ущерба общности можно считать, что матрица К приведе

на к треугольному виду. Упорядочим элементы тензора Т по воз
растающим значениям индексов i и убывающим значениям /. 
Систему (9) естественно рассматривать как линейную алгебраи
ческую систему уравнений относительно элементов Т. В силу при
нятых соглашений матрица левой части этой системы будет иметь 
треугольный вид с диагональными элементами вида 

~гп + рЛ + . . . + pJq - Pil - . . . - р / р , (10) 

где рр, — показатели Ковалевской. Ее определитель равен, оче
видно, произведению чисел (10). Поскольку предполагается, что 
в точке х = с тензор Т отличен от нуля, то хотя бы одно из этих 
чисел обращается в нуль. 

Отметим, что в типичном случае приводимости матрицы Кова
левской к диагональному виду diag [рх, . . ., p j соотношения (9) 
можно упростить: 

( - m + РЛ +... + 9lq - Ph - . . . - Р д т%:Х (с) = о. 
Так как хотя бы один из элементов тензора Т отличен от нуля, то 
снова получаем заключение основной теоремы. 

5. Квазиоднородные уравнения Гамильтона. Применим теперь 
изложенные выше соображения к уравнениям Гамильтона 

хк = дН/дук, ук = -дН/дхъ, 1 < к < п, (11) 
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с квазиоднородным гамильтонианом степени h 
И (а**!, а ^ , . . ., а8*хп, а?пуп) = ahH {x, у). (12) 

Здесь gk, fK — набор показателей квазиоднородности. Нетрудно 
убедиться в том, что уравнения (11) будут квазиоднородными 
в смысле определения п. 1, если 

h + g* = 1 
для всех к = 1, . . ., п. В этом случае среди показателей Кова
левской всегда будут числа рх = h и р2 = — 1 . 

Предположим, что уравнения (11) допускают частные решения 

хК = щГ8*, уК = vfcf/jf, 1 < /с < тг, (13) 

причем 2J (| Mjc I + I *>к |) ^ 0. 
П р е д л о ж е н и е . Пусть Ф (ж, г/) — квазиоднородный ин

теграл степени т уравнений (11), независимый с гамильтонианом 
(12) в точке (х, у) = (гг, у): j^awa матрицы Якоби функций Н и Ф 
равен двум. Тогда рг = т и р2 = h — т — 1 — показатели Ко
валевской. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Ф — квазиоднородный ин
теграл уравнений (11), то р — т — показатель Ковалевской 
(теорема Иошиды). Гамильтонова система уравнений 

я£ = дФ/дуъ ук = -дФ/дхъ, 1 < к < п, (14) 

будет квазиоднородной системой степени т + 1 — /ft — £л = 
= яг + 1 — /г. Так как функции Н и Ф находятся в инволюции, 
то гамильтоново поле (14) является полем симметрии для системы 
(11). Так как функции Н и Ф независимы в точке (х, у) = (и, v)r 
то поля (11) и (14) также независимы в этой точке. Остается при
менить следствие 1 из п. 3. 

З а м е ч а н и е . Если т Ф h, то условие независимости функ
ций Н и Ф можно, очевидно, заменить более слабым: с1Ф Ф 0 при 
х = и, у — v. 

Отметим, что сумма рх + р2 = h — 1 не зависит от степени ин
теграла. Оказывается, это наблюдение не случайно: показатели 
Ковалевской для квазиоднородных гамильтоновых систем разби
ваются на пары, сумма которых равна h — 1. Это утверждение — 
аналог известной теоремы Пуанкаре — Ляпунова о возвратности 
характеристического уравнения для мультипликаторов периоди
ческого решения уравнений Гамильтона. Доказательство основа
но на простом замечании, что уравнения в вариациях (6) в рассмат
риваемом случае будут гамильтоновыми: 

«.-г, 9»Я f { Y1 32Я 

% = — 

ду^ « ' Z J dViaH
 |К' (15) 

2 j ^ ^ e k ~ 2 j " t o ^ T b i-l,...,п. 
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Здесь в выражения для вторых производных гамильтониана Н 
надо подставить формулы (13). Пусть (£, г\) и (£*, у\*) — два ре
шения уравнений (15). Легко проверить, что сумма 

S ( М - Шщ) (16) 
будет постоянной. Положим 

Тогда (16) примет вид 

Эта сумма не зависит от времени в двух случаях: 1) рх + р2 = 
= h + §к = h — 1; 2) сумма 

2 (ф*Ч* - фЖ) ^ 0. (17) 
Во втором случае векторы 

р, = (ф1? . . ., Фп, Фи • • -, *фп), ft* = (ср?, . . ., ф* , -ф?, . . ., г|>*) 

«косоортогональны». Предположим, что вектор JLI косоортогонален 
всем собственным векторам матрицы К. Поскольку эти векторы 
образуют базис в С2/\ то и. косоортогонален всем векторам из С2П. 
Но тогда \х = 0. Итак, всегда найдется вектор р* такой, что сум
ма (17) отлична от нуля. Что и требовалось доказать. 

Предположим, что степени гамильтониана и дополнительного 
интеграла являются целыми числами. Тогда среди показателей 
Ковалевской появляется дополнительная пара целых чисел. Одно 
из них —степень нового интеграла, а другое — взятая с обрат
ным знаком степень гамильтонова поля симметрии, порождаемого 
этим интегралом. 

Московский государственный Поступило 
университет им. М. В. Ломоносова 08.10.91 
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