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Ââåäåíèå

Îñíîâíûìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ (èëè ñõåìû) è ìîðôèçìû ìåæäó íèìè. Êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå X � ýòî îêîëüöîâàííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è, òàêèì îáðàçîì, îñíàùåíî
òîïîëîãèåé (÷àùå âñåãî Çàðèñêîãî) è ïó÷êîì êîëåö ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé OX . 1 .

Èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ýòî â áîëüøîé ñòåïåíè èçó÷åíèå ïó÷êîâ
íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè. È, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî îêîëüöîâàíî, òî åñòåñòâåííûìè ïó÷êà-
ìè, ÿâëÿþòñÿ ïó÷êè OX -ìîäóëåé, ñðåäè êîòîðûõ ñâîåé àëãåáðàè÷åñêîé ïðèðîäîé âû-
äåëÿþòñÿ êâàçèêîãåðåíòíûå è êîãåðåíòíûå ïó÷êè. Íàïîìíèì, ÷òî ïó÷îê OX -ìîäóëåé
íàçûâàåòñÿ êâàçèêîãåðåíòíûì, åñëè îí ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê êîÿäðî îòîáðà-
æåíèÿ ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ è íàçûâàåòñÿ êîãåðåíòíûì, åñëè ýòè ñâîáîäíûå ïó÷êè èìåþò
êîíå÷íûé ðàíã. (Ëîêàëüíî ñâîáîäíûå ïó÷êè íà ìíîãîîáðàçèè îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâó-
þò âåêòîðíûì ðàññëîåíèÿì, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ýòè òåðìèíû óïîòðåáëÿþòñÿ êàê
ýêâèâàëåíòíûå).

Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì X ñâÿçàíû àáåëåâû êà-
òåãîðèè (êâàçè)êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì coh(X) (è Qcoh(X) ). Ìîðôèçìû ìåæäó
ìíîãîîáðàçèÿìè èíäóöèðóþò ôóíêòîðû îáðàòíîãî è ïðÿìîãî îáðàçà ìåæäó ýòèìè àáå-
ëåâûìè êàòåãîðèÿìè. Îäíàêî ýòè ôóíêòîðû íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, òî åñòü íå ïåðåâîäÿò
òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â òî÷íûå. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîçäàåò íåìàëûå òðóäíî-
ñòè ïðè ðàáîòå ñ àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè è íåòî÷íûìè ôóíêòîðàìè ìåæäó íèìè. ×òîáû
ñîõðàíèòü ôóíêòîðèàëüíîñòü, Êàðòàí è Ýéëåíáåðã ([11]) ââåëè ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ
ôóíêòîðîâ, êîòîðûå äàþò íåîáõîäèìûå ïîïðàâêè ê íåòî÷íûì ôóíêòîðàì. Ýòà òåõíèêà
áûëà ðàçâèòà Ãðîòåíäèêîì â ðàáîòå [15] è â äàëüíåéøåì ïðèâåëà ê ââåäåíèþ íîâûõ
ïîíÿòèé: ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè è ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó íèìè.

Â ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèÿõ â îòëè÷èè îò àáåëåâûõ íåò êîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé è íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÿäðà è êîÿäðà ìîðôèçìîâ, íî òåì íå ìå-
íåå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè îáëàäàþò íåêîòîðîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ áûëà
îôîðìëåíà Âåðäüå â ïîíÿòèå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè [44].

Ïåðåõîä îò àáåëåâûõ êàòåãîðèé ê ïðîèçâîäíûì îò íèõ ïîçâîëÿåò ðåøèòü ìíîãèå ïðî-
áëåìû, ñâÿçàííûå ñ òðóäíîñòÿìè ïðè èçó÷åíèè åñòåñòâåííûõ ôóíêòîðîâ. Â êà÷åñòâå
îäíîãî èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ íóæíî îòìåòèòü ñîçäàíèå ãëîáàëüíîé òåîðèè ïåðåñå÷åíèÿ
è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà. Ýòî áûëî ñäåëàíî Ãðîòåíäèêîì è ñîàâòîðà-
ìè â [41] è ñòàëî âîçìîæíûì ñ ââåäåíèåì òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè ñîâåðøåííûõ
êîìïëåêñîâ.

Äðóãîé ïðèìåð ñâÿçàí ñ ââåäåíèåì ïðåâðàòíûõ ïó÷êîâ è óñòàíîâëåíèåì ñîîòâåòñòâèÿ
Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà ìåæäó ãîëîíîìíûìè ìîäóëÿìè ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè è êîí-
ñòðóêòèâíûìè ïó÷êàìè, êîòîðîå ñòàëî âîçìîæíûì òîëüêî ñ ïðèâëå÷åíèåì ïîíÿòèÿ è
òåõíèêè òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé (ñì. [4], [23]).

1Ýòà ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 02-01-00468), Ôîíäà ïîääåðæêè
âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò ¹ 00-15-96085) è ãðàíòà INTAS-OPEN-2000-269. Èññëåäîâàíèÿ, îïèñàí-
íûå â äàííîé ðàáîòå, áûëè ñäåëàíû ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêè Àìåðèêàíñêîãî ôîíäà ãðàæäàíñêèõ
èññëåäîâàíèé (CRDF ¹ RM1-2405-MO-02.) Àâòîðó òàêæå ïðèÿòíî âûðàçèòü ñâîþ áëàãîäàðíîñòü Ôîí-
äó ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.
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Ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì ìíîãîîáðàçèé, òðåáóþò èññëåäîâàíèÿ è îïè-
ñàíèÿ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íèõ. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ìíîãîîáðàçèå - ýòî òî÷êà èëè ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ëþáîé îáúåêò â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè
êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ èçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå íåêîòîðîãî íàáîðà êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ,
âçÿòûõ ñ ïîäõîäÿùèì ñäâèãîì, òî åñòü êàæäûé A ∈ Db(cohX) èçîìîðôåí

k⊕
i=1

Fi[ni] ,
ãäå Fi � êîãåðåíòíûå ïó÷êè. Äàííûå ïðèìåðû îòðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêàÿ
ðàçìåðíîñòü àáåëåâîé êàòåãîðèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ íå ïðåâîñõîäèò 1 . Íî äëÿ ìíîãîîáðà-
çèé áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ñóùåñòâóþò êîìïëåêñû, êîòîðûå íå èçîìîðôíû â ïðîèçâîä-
íîé êàòåãîðèè ñóììå ñâîèõ êîãîìîëîãèé. Ïîýòîìó îïèñàíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè äëÿ
ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè áîëüøå 1 ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé è èíòåðåñíîé çàäà÷åé. Ïåðâûå
øàãè â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ñäåëàíû â ðàáîòàõ [3] è [2], â êîòîðûõ áûëà îïèñàíà
ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî ïîçâî-
ëèëî â äàëüíåéøåì ïðèìåíèòü äàííóþ òåõíèêó ê èññëåäîâàíèþ ìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé
âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà P2 è P3 . Â ÷àñòíîñòè, â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(cohPn) íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå
ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ìîäóëåé íàä êîíå÷íîìåðíîé àë-
ãåáðîé A = End(

i=n⊕
i=0

O(i)) . Ýòîò ïîäõîä áûë ïîçäíåå óñîâåðøåíñòâîâàí, è áûëè ïîëó÷å-
íû îïèñàíèÿ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà êâàäðèêàõ è íà ôëàãîâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ ([20, 21, 22]).

Ââåäåíèå ïîíÿòèé èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà è ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, ïîç-
âîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü íîâûå ïðèíöèïû äëÿ îïèñàíèÿ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãå-
ðåíòíûõ ïó÷êîâ ([5], [6]). Îêàçàëîñü, ÷òî íàëè÷èå ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà âñå-
ãäà îñóùåñòâëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ñ ïðîèç-
âîäíîé êàòåãîðèåé êîíå÷íîìåðíûõ ìîäóëåé íàä êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðîé ýíäîìîðôèç-
ìîâ äàííîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà ([5]). Ïîíÿòèå ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
ïîçâîëèëî äàòü îïèñàíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ðàçäóòèÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ
êàòåãîðèé ðàçäóâàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ è ïîäìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðîì ýòî ðàçäóòèå ïðî-
èñõîäèò ([34]).

Îäíàêî äëÿ ìíîãèõ òèïîâ ìíîãîîáðàçèé îïèñàòü ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Òåì íå ìåíåå, åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè
ïåðåõîäå îò ìíîãîîáðàçèé ê ïðîèçâîäíûì êàòåãîðèÿì êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, ìîæíî ãðó-
áî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: êàê ìíîãî èíôîðìàöèè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äàííîì ïåðåõîäå. Íà
ñàìîì äåëå, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ýòî ñîïîñòàâëåíèå ñîõðàíÿåò "ïî÷òè"âñþ èíôîðìàöèþ. Âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äàæå âîññòàíîâèòü ñàìî ìíîãîîáðàçèå ïî åå ïðîèçâîäíîé êà-
òåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ � íàïðèìåð, åñëè êàíîíè÷åñêèé (èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé)
ïó÷îê ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì ([8]).

Òåì íå ìåíåå, äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ìíîãîîáðàçèé ñóùåñòâóþò ïðèìåðû òîãî, êîãäà
äâà ðàçíûõ ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ. Ïåðâûé ïðèìåð äâóõ ðàçíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïðîèçâîäíûìè
êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ áûë íàéäåí Ìóêàè [29]. Îí ïîêàçàë, ÷òî òàêîâûìè
ÿâëÿþòñÿ ëþáîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå è äâîéñòâåííîå ê íåìó. Ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà
îáîáùåíà â ðàáîòå [38], ãäå äëÿ êàæäîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ áûë ââåäåí öåëûé êëàññ
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àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, èìåþùèõ òó æå ñàìóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ.

Äàííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ ñ
ýêâèâàëåíòíûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, à ñ äðóãîé, ÷òî êàæ-
äûé êëàññ ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ "ìàë"(âî âñåõ ïðèìåðàõ îí êîíå÷åí).

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íåîáõîäèìî èìåòü îïèñàíèå ôóíêòîðîâ è
ýêâèâàëåíòíîñòåé ìåæäó íèìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòè âñÿêèé ðàç èìåþò
ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó, òî åñòü ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè êîìïëåêñàìè ïó÷êîâ íà
ïðîèçâåäåíèè.

Äàâàéòå ïîÿñíèì, ÷òî èìååòñÿ ââèäó. ×åðåç Db(X) áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü
îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X . Ëþáîé ìîðôèçì
f : X → Y ìåæäó ãëàäêèìè ïîëíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè èíäóöèðóåò
äâà òî÷íûõ ôóíêòîðà ìåæäó îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ: ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà Rf∗ : Db(X) −→ Db(Y ) è ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà
Lf∗ : Db(Y ) −→ Db(X), êîòîðûé ñîïðÿæåí ê Rf∗ ñëåâà. Êðîìå òîãî, êàæäûé îáúåêò
E ∈ Db(X) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ

L⊗ E : Db(X) −→ Db(X) . Èñ-
ïîëüçóÿ ýòè ñòàíäàðòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû, ìîæíî ââåñòè íîâûé áîëüøîé êëàññ
òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè Db(X) è Db(Y ) .

Ïóñòü X è Y � äâà ãëàäêèõ ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k . Ðàññìîòðèì äå-
êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × Y è îáîçíà÷èì ÷åðåç p è q ïðîåêöèè X × Y íà X è
ñîîòâåòñòâåííî íà Y

X
p←− X × Y

q−→ Y.

Êàæäûé îáúåêò E ∈ Db(X × Y ) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð ΦE èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè
Db(X) â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(Y ) , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(1) ΦE(·) := R·q∗(E
L⊗ p∗(·)).

Êàæäûé ôóíêòîð òàêîãî âèäà èìååò ëåâûé è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ãëàäêîìó ïîëíîìó àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ ìîæíî

ñîïîñòàâèòü åãî ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, à ñ êàæäûì îáúåêòîì
E ∈ Db(X × Y ) íà ïðîèçâåäåíèè äâóõ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ñâÿçàòü òî÷íûé ôóíêòîð
ΦE èç òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè Db(X) â òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ Db(Y ) .
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ.

Îäèí èç ïåðâûõ âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãå-
ðåíòíûõ ïó÷êîâ, òàêîé: ëþáîé ëè ôóíêòîð ìåæäó ýòèìè êàòåãîðèÿìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè, òî åñòü èìååò âèä (1). Â òðåòüåé ãëàâå äàåòñÿ óòâåðäèòåëü-
íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äðóãèìè öåíòðàëüíûìè âîïðîñàìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà:
1) Êîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ ðàçíûõ ãëàäêèõ ïîëíûõ

ìíîãîîáðàçèé ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè?
2) Êàêîâà ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíò-

íûõ ïó÷êîâ äëÿ äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ?
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Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè óæå èçâåñòíû. Ñóùåñòâóåò èñ÷åðïû-
âàþùèé îòâåò íà äàííûå âîïðîñû â ñëó÷àå, êîãäà êàíîíè÷åñêèé èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé
ïó÷îê ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì. Â ðàáîòå [8] äîêàçàíî, ÷òî ãëàäêîå ïðîåê-
òèâíîå ìíîãîîáðàçèå, êàíîíè÷åñêèé (èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé) ïó÷îê êîòîðîãî îáèëåí,
âîñòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(X) . Áîëåå
òîãî, â ýòîé ðàáîòå ïðèâåäåíà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ âîñòàíîâëåíèÿ. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé
äàííîãî òèïà ìîæíî òàêæå îïèñàòü è ãðóïïó òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Òåïåðü îïèøåì ñîäåðæàíèå è ñòðóêòóðó ñòàòüè. Â ñòàòüå ñîáðàíû ðåçóëüòàòû, áîëü-
øèíñòâî èç êîòîðûõ â òîì èëè èíîì âèäå ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòàõ [7], [8], [34],
[35], [37].

Â ïåðâîé ãëàâå ñîáðàíû ñâåäåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî õàðàêòåðà. Ñíà÷àëà äàåòñÿ îïðå-
äåëåíèå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè è íàïîìèíàþòñÿ ïîíÿòèÿ òî÷íîãî ôóíêòîðà
ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè, ëîêàëèçàöèè òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè
ïî ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè è îáùåå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà äëÿ ëîêàëèçî-
âàííûõ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Çàòåì ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ãîìîòîïè÷åñêîé
è ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèé îò àáåëåâîé êàòåãîðèè, à òàêæå îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà ïðî-
èçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ è êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ñõåìàõ è ôóíêòîðû
ìåæäó íèìè.

Âî âòîðîé ãëàâå ââîäèòñÿ êëàññ ôóíêòîðîâ ìåæäó îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè
êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ïîëíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè è îïèñûâàþòñÿ èõ îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èç òðåòüåé ãëàâû, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äâà ãëàäêèõ ïðî-
åêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ X è Y èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè, òî òî-
ãäà ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó áèãðàäóèðîâàííûìè àëãåáðàìè HA(X) è HA(Y ) ,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

HA(X) =
⊕

i,k

HAi,k(X) =
⊕

i,k

⊕

p+q=i

Hp(X, ΛqTX ⊗ ωk
X),

ãäå TX � êàñàòåëüíîå, à ωX � êàíîíè÷åñêîå ðàññëîåíèÿ íà X (òåîðåìà 2.1.8 è ñëåäñòâèå
2.1.10).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ öåëûé êëàññ ïðèìåðîâ ïàðû ìíîãîîá-
ðàçèé, èìåþùèõ ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Äàííûå
ïðèìåðû èíòåðåñíû òåì, ÷òî âîçíèêàþùèå ìíîãîîáðàçèÿ áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíû
(íî â îáùåì ñëó÷àå íå èçîìîðôíû) è ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì òèïà ôëîï. Â ÷àñòíîñòè,
äàííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèå îáèëüíîñòè êàíîíè÷åñêîãî (èëè àíòèêàíîíè-
÷åñêîãî) êëàññà â òåîðåìå î âîññòàíîâëåíèè íå ìîæåò áûòü îñëàáëåíî.

Ïóñòü Y � ãëàäêî âëîæåííîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ãëàäêîì ïîëíîì àëãåá-
ðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X òàêîå, ÷òî Y ∼= Pk ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì NX/Y

∼=
OY (−1)⊕(l+1) . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî l ≤ k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃ ðàçäóòèå X ñ öåí-
òðîì âäîëü Y . Â ýòîì ñëó÷àå èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð Ỹ èçîìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ
ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ Pk × Pl . Ñóùåñòâóåò ñäóòèå X̃ òàêîå, ÷òî Ỹ ïðîåêòèðóåòñÿ
íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü Pl . Ðàññìîòðèì äèàãðàììó ïðîåêöèé:

X
π←− X̃

π+−→ X+
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Áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå fl : X 99K X+ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ òèïà ôëèï-ôëîï è åñòü ôëèï ïðè l < k è ôëîï ïðè l = k .

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ïàðàãðàôà ñâÿçûâàåò ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ X è X+ . Îíà ãîâîðèò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ
L íà X̃ ôóíêòîð

Rπ∗(Lπ+∗(·)⊗ L) : Db(X+) −→ Db(X)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, à ïðè k = l ýòîò ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Òðåòüÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé. Îíà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òîãî ôàêòà,

÷òî ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà
ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè.

Èìåÿ äàííîå óòâåðæäåíèå, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì îïèñûâàòü ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæ-
äó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è îòâå÷àòü íà âîïðîñ, êîãäà äâà
ðàçíûõ ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷-
êîâ.

Íà ñàìîì äåëå â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùèé ôàêò: à èìåííî, ÷òî ëþáîé
ôóíêòîð ìåæäó îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðíåòíûõ ïó÷êîâ íà
ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è èìååò ñî-
ïðÿæåííûé, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé,
ò.å. èçîìîðôåí ôóíêòîðó ΦE , îïðåäåëåííîìó ïî ïðàâèëó (1). Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëÿ-
þùèé îáúåêò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà (òåîðåìà 3.2.1).

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà Ê3 ïî-
âåðõíîñòÿõ. Äëÿ ëþáîé Ê3 ïîâåðõíîñòè S íà ðåøåòêå êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) ìîæíî
îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó ïî ïðàâèëó

(u, u′) = r · s′ + s · r′ − α · α′ ∈ H4(S,Z) ∼= Z

äëÿ êàæäîé ïàðû u = (r, α, s), u′ = (r′, α′, s′) ∈ H0(S,Z)⊕H2(S,Z)⊕H4(S,Z) . Ðåøåòêó
êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) ñ ýòîé áèëèíåéíîé ôîðìîé ( , ) íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé Ìóêàè è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H̃(S,Z) .

Íà ðåøåòêå H̃(S,Z) èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà Õîäæà. Â äàííîì ñëó÷àå ïîä
ñòðóêòóðîé Õîäæà èìååòñÿ ââèäó òî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå H̃(S,C) çàôèêñèðîâàíî îä-
íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H2,0(S) . Íàçîâåì ðåøåòêè Ìóêàè äâóõ Ê3 ïîâåðõíîñòåé
Õîäæåâî èçîìåòðè÷íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ ìåæäó íèìè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò
îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H2,0(S1) â H2,0(S2)

Ãëàâíàÿ òåîðåìà ýòîé ãëàâû ãîâîðèò, ÷òî ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷-
êîâ Db(S1) è Db(S2) äâóõ Ê3 ïîâåðõíîñòåé íàä ïîëåì C ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàí-
ãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò Õîäæåâà èçîìåòðèÿ
f : H̃(S1,Z) ∼−→ H̃(S2,Z) ìåæäó èõ ðåøåòêàìè Ìóêàè (òåîðåìà 4.2.1). Ýòà òåîðåìà
èìååò è äðóãîé âàðèàíò â òåðìèíàõ ðåøåòîê òðàíñöåíäåíòíûõ öèêëîâ (òåîðåìà 4.2.4).

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó òèïà Òîðåëëè äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòåé [39, 27], êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî
Ê3 ïîâåðõíîñòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåé ñòðóêòóðå Õîäæà íà âòîðûõ êîãîìîëîãèÿõ
, ïîëó÷àåì îòâåò â òåðìèíàõ ñòðóêòóð Õîäæà íà âîïðîñ, êîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè
êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ Ê3 ïîâåðõíîñòåé ýêâèâàëåíòíû.
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Â ïÿòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà àáåëåâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ è èõ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå è Â � äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. Â ðàáîòå
[29] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(Â)
ýêâèâàëåíòíû, è ýêâèâàëåíòíîñòü, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ìóêàè,
ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ Ïóàíêàðå PA íà ïðîèçâåäåíèè
A× Â ïî ïðàâèëó (1): F 7→ R·p2∗(PA ⊗ p∗1(F )).

Ýòà êîíñòðóêöèÿ Ìóêàè áûëà îáîáùåíà â ñòàòüå [38] ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîò-
ðèì äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ A è B , è èçîìîðôèçì f ìåæäó àáåëåâûìè ìíîãîîá-
ðàçèÿìè A× Â è B × B̂ . Çàïèøåì f â ìàòðè÷íîì âèäå

f =

(
x y

z w

)
,

ãäå x � ãîìîìîðôèçì èç A â B , y � èç Â â B , è òàê äàëåå. Íàçîâåì åãî èçîìåòðè÷-
íûì, åñëè îáðàòíûé ê f èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f−1 =

(
ŵ −ŷ

−ẑ x̂

)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî U(A× Â, B × B̂) êàê ìíîæåñòâî èçîìåòðè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ
f. Åñëè B = A , òî ýòî ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü U(A× Â) . Îòìåòèì, ÷òî U(A× Â)
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Aut (A× Â) .

Â ñòàòüå [38] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè äëÿ äâóõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì A è B ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì ìåæäó A×Â è
B× B̂ , òî ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû.

Â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíîñòü ýòèõ óñëîâèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-
òûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 , òî åñòü, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè Db(A) è Db(B) ýêâè-
âàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì èç A× Â

â B× B̂ . Íà ñàìîì äåëå, â îäíó ñòîðîíó ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî íàä ïðîèçâîëüíûì ïî-
ëåì (òåîðåìà 5.1.16). Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû
Db(A) äëÿ çàäàííîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ A (ñëåäñòâèå 5.1.17).

Ïðåäñòàâëÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè, ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå èç
ìíîæåñòâà âñåõ òî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ìåæäó Db(A) è Db(B) â ìíîæåñòâî èçîìåò-
ðè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ èç A × Â â B × B̂ . Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå
ôóíêòîðèàëüíî (ïðåäëîæåíèå 5.1.12). Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ ãîìîìîðôèçì èç ãðóï-
ïû òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé êàòåãîðèè Db(A) â ãðóïïó U(A× Â) èçîìåòðè÷íûõ
àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ A× Â .

Â ïàðàãðàôå 5.2 îïèñûâàåòñÿ ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ èçî-
ìîðôíî ïðÿìîé ñóììå Z è ãðóïïû k-òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ A× Â (ïðåäëîæåíèå 5.2.3).
Òåõíè÷åñêè ýòî îïèñàíèå îïèðàåòñÿ íà òîò ôàêò, ÷òî îáúåêò íà ïðîèçâåäåíèè àáåëåâûõ
ìíîãîîáðàçèé, çàäàþùèé ýêâèâàëåíòíîñòü, íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì ñ òî÷íîñòüþ
äî ñäâèãà â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè (ïðåäëîæåíèå 5.2.2).
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Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå 5.3, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñíîâíîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòî è char(k) = 0 , ïðèâîäèòñÿ äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ èç [38], îñíî-
âàííîå íà ôàêòàõ èç ñòàòüè [30], â êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëîåíèÿ
íà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ îïèñàíèå äëÿ ãðóïïû àâòîýêâèâà-
ëåíòíîñòåé â âèäå òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −→ Z⊕ (A× Â)k −→ AuteqDb(A) −→ U(A× Â) −→ 1.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1. Òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè è òî÷íûå ôóíêòîðû. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
ôàêòîâ ñîáðàííûõ â ýòîé ãëàâå ìîæåò áûòü íàéäåíî â ðàáîòàõ [14], [24], [25], [44]. Ïî-
íÿòèå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè áûëî âïåðâûå ââåäåíî Âåðäüå â ðàáîòå [44]. Ïóñòü
D � íåêîòîðàÿ àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ. Ñòðóêòóðà òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè íà D
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñëåäóþùèõ äàííûõ:

a) àääèòèâíîé ôóíêòîð ñäâèãà [1] : D −→ D , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíò-
íîñòüþ.

b) íåêîòîðûé êëàññ âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ:

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1],

êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íàáîðó àêñèîì Ò1-Ò4.

T1. a) Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X òðåóãîëüíèê X
id−→ X −→ 0 −→ X[1] âûäåëåí.

b) Åñëè òðåóãîëüíèê âûäåëåí, òî ëþáîé èçîìîðôíûé åìó òàêæå âûäåëåí.
c) Ëþáîé ìîðôèçì X

u−→ Y ìîæíî äîïîëíèòü äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà
X

u−→ Y
v−→ Z

w−→ X[1] .
T2. Òðåóãîëüíèê X

u−→ Y
v−→ Z

w−→ X[1] âûäåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûäåëåí òðåóãîëüíèê Y

v−→ Z
w−→ X[1]

−u[1]−→ Y [1] .
T3. Åñëè äàíû äâà âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêà è äâà ìîðôèçìà ìåæäó èõ íà÷àëà-

ìè, îáðàçóþùèå êîììóòàòèâíûé êâàäðàò, òîãäà ýòà äèàãðàììà äîïîëíÿåòñÿ äî
ìîðôèçìà òðåóãîëüíèêîâ:

X
u //

f

²²
2

Y
v //

g

²²

Z
w //

h

²²

X[1]

f [1]
²²

X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′
w′ // X ′[1].
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T4. Äëÿ êàæäîé ïàðû ìîðôèçìîâ X
u−→ Y

v−→ Z ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèà-
ãðàììà

X
u−−−−→ Y

x−−−−→ Z ′ −−−−→ X[1]∥∥∥ v

y
yw

∥∥∥
X −−−−→ Z

y−−−−→ Y ′ w′−−−−→ X[1]y
yt

yu[1]

X ′ X ′ r−−−−→ Y [1]yr

y

Y [1]
x[1]−−−−→ Z ′[1]

ãäå ïåðâûå äâå ñòðî÷êè è äâà öåíòðàëüíûõ ñòîëáöà � âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè.
Ïóñòü D � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ. Ïîëíàÿ àääèòèâíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ N ⊂ D

íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèåé, åñëè îíà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ôóíê-
òîðà ñäâèãà è âçÿòèÿ êîíóñà ìîðôèçìà, ò.å. åñëè äâà îáúåêòà êàêîãî-íèáóäü òðåóãîëü-
íèêà

X −→ Y −→ Z −→ X[1]

ïðèíàäëåæàò ïîäêàòåãîðèè N , òî è òðåòèé òàêæå ïðèíàäëåæèò C .
Òåïåðü îïèøåì ôóíêòîðû ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè, êîòîðûå èìååò

ñìûñë ðàññìàòðèâàòü.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Àääèòèâíûé ôóíêòîð F : D −→ D′ ìåæäó äâóìÿ òðèàíãóëè-
ðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè D è D′ íàçûâàåòñÿ òî÷íûì åñëè îí

a) êîììóòèðóåò ñ ôóíêòîðàìè ñäâèãà, òî åñòü çàôèêñèðîâàí èçîìîðôèçì ôóíê-
òîðîâ:

tF : F ◦ T
∼−→ T ′ ◦ F,

b) ïåðåâîäèò êàæäûé âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê èç D â âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê
D′ (èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì tF , F (X[1]) çàìåíÿåòñÿ íà F (X)[1] ).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íûì ôóíêòîðîì. Äðóãîå ñâîéñòâî, êîòîðîå áóäåò íàì íåîáõîäèìî, êàñàåòñÿ
ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ.

Ëåììà 1.1.2. ([6],[8]) Åñëè ôóíêòîð G : D′ −→ D ëåâûé (èëè ïðàâûé) ñîïðÿæåííûé
ê òî÷íîìó ôóíêòîðó F : D −→ D′ , òîãäà ôóíêòîð G òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

Ñåé÷àñ äàäèì îïðåäåëåíèå è îïèøåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêòîðà Ñåððà, àáñòðàêò-
íîå îïðåäåëåíèå êîòîðîãî áûëî äàíî â ñòàòüå [6] (cì. òàêæå [8]).

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ïóñòü D � k-ëèíåéíàÿ êàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè Hom ìåæäó îáúåêòàìè. Êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð S : D → D íàçûâàåòñÿ
ôóíêòîðîì Ñåððà, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ è ñóùåñòâóåò áèôóíêòîðè-
àëüíûé èçîìîðôèçì

ϕA,B : HomD(A , B) ∼−→ HomD(B , SA)∗

äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ A,B ∈ D .
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Ëåììà 1.1.4. [8] Âñÿêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü Φ : D −→ D′ êîììóòèðóåò ñ ôóíêòîðàìè
Ñåððà, òî åñòü ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ Φ ◦ S

∼→ S′ ◦ Φ ,
ãäå S è S′ � ôóíêòîðû Ñåððà â êàòåãîðèÿõ D è D′ ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè ó íàñ èìåþòñÿ äâà ôóíêòîðà Ñåððà â îäíîé êàòåãîðèè, òî îíè èçîìîðôíû, è ýòîò
èçîìîðôèçì êîììóòèðóåò ñ áèôóíêòîðèàëüíûìè èçîìîðôèçìàìè φA,B â îïðåäåëåíèè
ôóíêòîðà Ñåððà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü S è S′ � äâà ôóíêòîðà Ñåððà â êàòåãîðèè D .
Òîãäà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A èç D èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì:

Hom(A , A) ∼= Hom(A , SA)∗ ∼= Hom(SA , S′A)

Ðàññìàòðèâàÿ îáðàç åäèíè÷íîãî ìîðôèçìà idA îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòîæäåñòâëåíèÿ,
ïîëó÷àåì ìîðôèçì SA −→ S′A , êîòîðûé è äàåò èçîìîðôèçì S

∼→ S′ .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêòîð Ñåððà â êàòåãîðèè D , åñëè îí ñóùåñòâóåò, îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëåí (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà). Íàñ â äàëüíåéøåì áóäåò èíòåðåñîâàòü ôóíêòîð
Ñåððà â òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèÿõ.

Ëåììà 1.1.5. ([6]) Ôóíêòîð Ñåððà â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè ÿâëÿåòñÿ òî÷-
íûì.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ëîêàëèçàöèè êàòåãîðèè è, â ÷àñòíîñòè, ëîêàëèçàöèè òðèàí-
ãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè ïî ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè (ñì. [13]).

Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, è Σ � íåêîòîðûé êëàññ ìîðôèçìîâ â C . Ëîêàëèçàöèÿ êàòå-
ãîðèè ïî êëàññó ìîðôèçìîâ Σ èìååò õîðîøåå îïèñàíèå, åñëè Σ äîïóñêàåò èñ÷èñëåíèå
ëåâûõ ÷àñòíûõ, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

L1 âñå òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû êàòåãîðèè ïðèíàäëåæàò Σ ;
L2 êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ ìîðôèçìîâ èç Σ òàêæå ïðèíàäëåæèò Σ ;
L3 ëþáóþ äèàãðàììó âèäà X ′ s←− X

u−→ Y , ãäå s ∈ Σ , ìîæíî äîïîëíèòü äî
êîììóòàòèâíîãî êâàäðàòà

X
u //

s

²²

Y

t
²²Â
Â
Â

X ′ u′ //___ Y ′

ãäå t ∈ Σ ;
L4 åñëè ìîðôèçìû f, g è ìîðôèçì s ∈ Σ îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî fs = gs ,

òî ñóùåñòâóåò t ∈ Σ òàêîé, ÷òî tf = tg .
Åñëè Σ äîïóñêàåò èñ÷èñëåíèå ÷àñòíûõ, òî êàòåãîðèþ C[Σ−1] ìîæíî îïèñàòü òàêèì

ñïîñîáîì. Îáúåêòû C[Σ−1] òå æå, ÷òî è îáúåêòû C . Ìîðôèçìû èç X â Y � ýòî êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòåé äèàãðàìì (s, f) â C âèäà

X
f−→ Y ′ s←− Y, s ∈ Σ

ïðè÷åì äâå äèàãðàììû (f, s) è (g, t) ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ ìîæíî âêëþ÷èòü â êîì-
ìóòàòèâíóþ äèàãðàììó
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Y ′

²²
X

f
==|||||||| h //

g !!B
BB

BB
BB

B Y ′′′ Y

s
``BBBBBBBB

roo

t~~||
||

||
||

Y ′′

OO

òàêóþ, ÷òî r ∈ Σ .
Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ (f, s) è (g, t) åñòü ìîðôèçì (g′f, s′t) , êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ

ïîìîùüþ êâàäðàòà èç L3:

Z ′′

Y ′

g′
>>|

|
|

|
Z ′

s′
``B

B
B

B

X

f
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Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî C[Σ−1] , ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
êàòåãîðèåé (åå îáúåêòû îáðàçóþò ìíîæåñòâî), à êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

Q : C −→ C[Σ−1], X 7→ X, f 7→ (f, 1)

îáðàùàåò âñå ìîðôèçìû èç Σ è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì â ýòîì ñìûñëå (ñì. [13]).
Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ B ∈ C è îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ∩ B êëàññ ìîðôèç-

ìîâ â B , òàêæå ïðèíàäëåæàùèõ Σ . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî B êîôèíàëüíàÿ ñïðàâà â C
îòíîñèòåëüíî Σ , åñëè äëÿ êàæäîãî s : X −→ X ′ â Σ c X ∈ B íàéäåòñÿ ìîðôèçì
f : X ′ −→ Y òàêîé, ÷òî fs ∈ Σ ∩ B .

Ëåììà 1.1.6. ([17],[25]) Êëàññ Σ∩B òàêæå äîïóñêàåò èñ÷èñëåíèå ëåâûõ ÷àñòíûõ, è
åñëè B ÿâëÿåòñÿ êîôèíàëüíîé ñïðàâà â C îòíîñèòåëüíî Σ , òî êàíîíè÷åñêèé ôóíê-
òîð

B[(Σ ∩ B)−1] −→ C[Σ−1]

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âïîëíå ñòðîãîãî ôóíêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Ôóíêòîð F : C −→ D íàçûâàåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ X, Y ∈ C åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

Hom(X, Y ) −→ Hom(FX, FY )

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ïóñòü òåïåðü D � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ è N � ïîëíàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ
ïîäêàòåãîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ êëàññ ìîðôèçìîâ s â D , êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â
òî÷íûé òðåóãîëüíèê

N −→ X
s−→ X ′ −→ N [1],
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ãäå N ∈ N è íàçîâåì Σ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé, àññîöèèðîâàííîé ñ ïîäêàòåãî-
ðèé N . Èç îáùåé òåîðèè ëîêàëèçàöèè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèÿ àääèòèâíîé êàòåãîðèè
D[Σ−1] è àääèòèâíîãî ôóíêòîðà ëîêàëèçàöèè Q : D −→ D[Σ−1] . Ìîæåì îñíàñòèòü êà-
òåãîðèþ D[Σ−1] ôóíêòîðîì ñäâèãà, èíäóöèðîâàííûì ôóíêòîðîì [1] : D −→ D . Êðîìå
òîãî, îïðåäåëèì âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè â D[Σ−1] êàê òðåóãîëüíèêè, èçîìîðôíûå
îáðàçó âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ èç D ïðè ëîêàëèçàöèè. Ïîëîæèì

D/N := D[Σ−1]

Ïðåäëîæåíèå 1.1.8. Êàòåãîðèÿ D/N , îñíàùåííàÿ îïèñàííîé âûøå ñòðóêòóðîé,
ñòàíîâèòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé, à ôóíêòîð Q : D −→ D/N ñòàíîâèòñÿ
òðèàíãóëèðîâàííûì ôóíêòîðîì.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè ñèñòåìà Σ äîïóñêàåò èñ÷èñëåíèå ëåâûõ (è ïðà-
âûõ) ÷àñòíûõ, ïîýòîìó ó êàòåãîðèè D/N ñóùåñòâóåò õîðîøåå îïèñàíèå, êîòîðîå áûëî
ïðèâåäåíî âûøå.

Òåïåðü, ñëåäóÿ Äåëèíþ [12] (ñì. òàêæå [25]), îïèøåì îáùóþ êîíñòðóêöèþ ïðîèç-
âîäíûõ ôóíêòîðîâ äëÿ ëîêàëèçàöèè òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Ïóñòü C è D �
òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè, è F : C −→ D � òî÷íûé ôóíêòîð. Ïóñòü M ⊂ C
è N ⊂ D � ïîëíûå òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè. Òàê êàê íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
FM⊂ N , òî ôóíêòîð F íå èíäóöèðóåò íè êàêîãî ôóíêòîðà èç C/M â D/N . Îäíàêî
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðîå êàíîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ê èíäóöèðîâàííîìó ôóíê-
òîðó, à èìåííî òî÷íûé ôóíêòîð RF : C/M −→ D/N è ìîðôèçì òî÷íûõ ôóíêòîðîâ
can : QF −→ (RF )Q . Ïîñòðîåíèå ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñèñòåìó àññîöèèðîâàííóþ ñ ïîäêàòåãîðèåé M . Ïóñòü Y � îáúåêò
C/M . Îïðåäåëèì êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð rFY èç D/N â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ
ãðóïï ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: çíà÷åíèå rFY (X) íà îáúåêòå X ∈ D/N � ýòî êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòåé ïàð (s, f)

Y
s−→ Y ′, X

f−→ FY ′,

ãäå s ∈ Σ è f � ìîðôèçì â D/N . Äâå òàêèå ïàðû (s, f) è (t, g) ýêâèâàëåíòíû, åñëè
ñóùåñòâóþò êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû â C è D/N

Y ′

v

²²

FY ′

Fv
²²

Y

s
>>|||||||| r //

t ÃÃB
BB

BB
BB

B Y ′′′ X

f
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ãäå r ∈ Σ . Åñëè ôóíêòîð rFY ïðåäñòàâèì, òî îïðåäåëèì RFY êàê îáúåêò, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ýòîò ôóíêòîð, è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð RF

îïðåäåëåí íà Y . Â ýòîì ñëó÷àå èìååì èçîìîðôèçì

Hom(X,RFY ) ∼= rFY (X).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà α : Y −→ Z â C/M îïðåäåëåí ìîð-
ôèçì ôóíêòîðîâ rFα : rFY −→ rFZ . Åñëè òåïåðü ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð RF îïðå-
äåëåí íà îáîèõ îáúåêòàõ Y è Z , òî îïðåäåëåí è ìîðôèçì RFα . Òàêèì îáðàçîì, RF

ñòàíîâèòñÿ ôóíêòîðîì W −→ D/N íà íåêîòîðîé ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè W ⊂ C/M ,
ñîñòîÿùåé èç îáúåêòîâ íà êîòîðûõ RF îïðåäåëåí.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.9. ([12]) Åñëè

X −→ Y −→ Z −→ X[1]

âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â C/M , è RF îïðåäåëåí íà X è Z , òî îí îïðåäåëåí òàêæå
íà Y è ïåðåâîäèò äàííûé òðåóãîëüíèê â âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â D/N . Òàêèì
îáðàçîì, W � òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â C/M è RF : W −→ D/N � òî÷íûé
ôóíêòîð.

Èç ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà Y ∈ C íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà can : QFY −→ (RF )QY , åñëè, êîíå÷-
íî, RF îïðåäåëåí íà îáúåêòå QY ∈ C/M . Âñå òàêèå ìîðôèçìû çàäàþò åñòåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå òðèàíãóëèðîâàííûõ ôóíêòîðîâ can : QF |W−→ (RF )Q |W .

Ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð LF îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì: äëÿ Y ∈
C/M îïðåäåëÿåì êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð lFY , çíà÷åíèå êîòîðîãî íà X ∈ D/N åñòü
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé ïàð (s, f)

Y ′ s−→ Y, FX ′ f−→ Y,

ãäå s ∈ Σ , è f � ìîðôèçì â D/N . Òîãäà îáúåêò LFY , åñëè îí ñóùåñòâóåò, ïðåäñòàâ-
ëÿåò ôóíêòîð lFY , ò.å. Hom(LFY, X) ∼= lFY (X) . Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì
can : LFQY −→ QFY .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêòîð F : C −→ D òàêîé, ÷òî îí ïåðåâîäèò ïîäêàòåãîðèþ M
â N . Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû RF è LF îáà èçîìîðôíû êàíîíè÷åñêîìó
ôóíêòîðó C/M−→ D/N , êîòîðûé èíäóöèðîâàí ôóíêòîðîì F .

Ïóñòü j : V ↪→ C � âëîæåíèå ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè, êîòîðàÿ
êîôèíàëüíà ñïðàâà îòíîñèòåëüíî Σ . Ïî ëåììå 1.1.6 èíäóöèðîâàííûé ôóíêòîð V/V ∩
M −→ C/M , êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç Rj , ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Ëåììà 1.1.10. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà V ∈ V ôóíêòîð RF îïðåäåëåí íà V òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà R(Fj) îïðåäåëåí íà V , è èìååòñÿ èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ
R(Fj)V ∼−→ RFRjV.

Òåïåðü îïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îïðåäåëåí íà
âñåé êàòåãîðèè C .

Îïðåäåëåíèå 1.1.11. Îáúåêò Y ∈ C íàçûâàåòñÿ F -ðàñùåïèìûì (ñïðàâà) îòíî-
ñèòåëüíî M è N , åñëè RF îïðåäåëåí íà Y è êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì QFY −→
(RF )QY ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò õàðàêòåðèçàöèþ F -ðàñùåïèìûõ îáúåêòîâ.
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Ëåììà 1.1.12. Îáúåêò Y ∈ C ÿâëÿåòñÿ F -ðàñùåïèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà s : Y −→ Y ′ èç Σ , ìîðôèçì QFs äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ, ò.å.
ñóùåñòâóåò p : QFY ′ −→ QFY òàêîé, ÷òî p ◦QFs = id .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî F -ðàñùåïèìûõ îáúåêòîâ, (îòíîñèòåëü-
íî M è N ) åñëè äëÿ êàæäîãî Y ∈ C ñóùåñòâóåò ìîðôèçì s : Y −→ Y0 èç Σ òàêîé,
÷òî Y0 ÿâëÿåòñÿ F -ðàñùåïèìûì. Â ýòîì ñëó÷àå RF îïðåäåëåí íà âñåé êàòåãîðèè C/M
è èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû

RFY
∼−→ RFY0

∼←− FY0.

Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàôà ñêàæåì ïàðó ñëîâ î ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðàõ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê F ôóíêòîð G : D −→ C . Äîïóñòèì
ñóùåñòâóþò (ò.å. âåçäå îïðåäåëåíû) ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû RF è LG . Òîãäà ôóíêòîð
LG òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì ê RF , è, çíà÷èò, èìååòñÿ ôóíêòîðèàëüíûé
èçîìîðôèçì

(2) Hom(LGX, Y ) ∼= Hom(X, RFY ),

ãäå X ∈ D/N è Y ∈ C/M .

1.2. Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè è ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû. Ïóñòü A � àääèòèâíàÿ
êàòåãîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(A) êàòåãîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Îáúåê-
òû ýòîé êàòåãîðèè � ýòî êîìïëåêñû

M
q
= (· · · −→ Mp dn−→ Mp+1 −→ · · · ), Mp ∈ A, p ∈ Z, d2 = 0,

à ìîðôèçìû f : M
q −→ N

q � ýòî íàáîðû ìîðôèçìîâ fp : Mp −→ Np â êàòåãîðèè A ,
êîòîðûå ïåðåñòàíîâî÷íû ñ äèôôåðåíöèàëàìè, òî åñòü

dNfp − fp+1dM = 0 äëÿ âñåõ p.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C+(A),C−(A),Cb(A) ïîëíûå ïîäêàòåãîðèè â C(A) , îáðà-
çîâàííûå êîìïëåêñàìè M

q , äëÿ êîòîðûõ Mp = 0 äëÿ âñåõ p ¿ 0 , ñîîòâåòñòâåííî
p À 0 , ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âñåõ p À 0 è âñåõ p ¿ 0 .

Ìîðôèçì êîìïëåêñîâ f : M
q −→ N

q áóäåò íàçûâàòü ãîìîòîïíûìè íóëþ, åñëè fp =
dNhp + hp+1dM äëÿ âñåõ p ∈ Z äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ hp : Mp+1 −→
Np . Îïðåäåëèì ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ H(A) êàê êàòåãîðèþ, êîòîðàÿ èìååò òå æå
ñàìûå îáúåêòû êàê è C(A) , à ìîðôèçìû â H(A) � ýòî êëàññû f ìîðôèçìîâ ìåæäó
êîìïëåêñàìè f ïî ìîäóëþ ìîðôèçìîâ ãîìîòîïíûõ íóëþ.

Çàäàäèì ôóíêòîð ñäâèãà [1] : H(A) −→ H(A) ïî ïðàâèëó

(M [1])p = Mp+1, dM [1] = −dM .

Îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèê â H(A) êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

L
f−→ M

g−→ Cf
h−→ L[1],

ãäå f : L −→ M � íåêîòîðûé ìîðôèçì êîìïëåêñîâ, Cf = M⊕L[1] êàê ãðàäóèðîâàííîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è èìååò äèôôåðåíöèàë

dCf =

(
dM f

0 −dL

)
,
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ìîðôèçì g � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå M −→ Cf , è −h � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Êàê
îáû÷íî, Cf íàçûâàåòñÿ êîíóñîì ìîðôèçìà f .

Ëåììà 1.2.1. Êàòåãîðèÿ H(A) , ñíàáæåííàÿ ôóíêòîðîì ñäâèãà [1] è êëàññîì òðå-
óãîëüíèêîâ, èçîìîðôíûõ ñòàíäàðòíûì, ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H+(A),H−(A) è Hb(A) îáðàçû êàòåãîðèé C+(A),C−(A) è Cb(A)
ñîîòâåòñòâåííî â êàòåãîðèè H(A) . Ýòè êàòåãîðèè òàêæå ÿâëÿþòñÿ òðèàíãóëèðîâàííû-
ìè.

Ïóñòü òåïåðü A � ýòî àáåëåâà êàòåãîðèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè
îò àáåëåâîé êàòåãîðèè íåîáõîäèìî íàïîìíèòü ïîíÿòèÿ àöèêëè÷íîãî êîìïëåêñà è êâàçè-
èçîìîðôèçìà. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà N è êàæäîãî p ∈ Z îïðåäåëåíû åãî êîãîìîëîãèè
Hp(N) ∈ A , êîòîðûå åñòü Ker dp/ Im dp−1 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî öåëîãî p ó
íàñ èìååòñÿ àääèòèâíûé ôóíêòîð Hp : C(A) −→ A , êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò êîìïëåêñó
M

q åãî p-óþ êîãîìîëîãèþ Hp(M
q
) ∈ A .

Êîìïëåêñ N ∈ C(A) íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷íûì â n-îì ÷ëåíå, åñëè Hn(N) = 0 , è
íàçûâàåòñÿ ïðîñòî àöèêëè÷íûì, åñëè âñå åãî êîãîìîëîãèè Hn(N), n ∈ Z íóëåâûå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â H(A) , ñîñòîÿùóþ èç âñåõ àöèêëè÷íûõ
êîìïëåêñîâ. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíà.

Ëåììà 1.2.2. Ïîäêàòåãîðèÿ N ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèåé
â H(A) .

Ìîðôèçì f : X −→ Y â êàòåãîðèè H(A) íàçîâåì êâàçèèçîìîðôèçìîì, åñëè åãî
êîíóñ ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷íûì êîìïëåêñîì. Ïî äðóãîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî f � êâà-
çèèçîìîðôèçì, åñëè îòîáðàæåíèå íà êîãîìîëîãèÿõ, êîòîðîå îí èíäóöèðóåò, ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì. Ïóñòü Quis � ýòî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà àññîöèèðîâàííàÿ ñ N ,
òî åñòü ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ êâàçèèçîìîðôèçìîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ D(A) îò àáåëåâîé êàòåãîðèè A åñòü
ïî îïðåäåëåíèþ ëîêàëèçàöèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè H(A) ïî ïîäêàòåãîðèè âñåõ
àöèêëè÷íûõ êîìïëåêñîâ, òî åñòü

D(A) := H(A)/N = H(A)[Quis−1].

Äëÿ ∗ ∈ +,−, b àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ
D∗(A) êàê ëîêàëèçàöèþ H∗(A)/H∗(A) ∩N .

Ëåììà 1.2.4. Êàíîíè÷åñêèå ôóíêòîðû

D∗(A) −→ D(A), ∗ ∈ {+,−, b}
çàäàþò ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîëíûìè ïîäêàòåãîðèÿìè â D(A) , êîòîðûå îáðàçîâàíû
êîìïëåêñàìè àöèêëè÷íûìè ïðè n ¿ 0 , ñîîòâåòñòâåííî ïðè n À 0 , ñîîòâåòñòâåííî
ïðè n ¿ 0 è n À 0 . Ïîäêàòåãîðèÿ H+(A) (ñîîòâ. H−(A) ) ÿâëÿåòñÿ êîôèíàëüíîé
ñïðàâà (ñîîòâ. ñëåâà) â H(A) îòíîñèòåëüíî êëàññà êâàçèèçîìîðôèçìîâ.

Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî àáåëåâà êàòåãîðèÿ A èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåê-
òèâíûõ, òî åñòü ëþáîé îáúåêò äîïóñêàåò âëîæåíèå â èíúåêòèâíûé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I
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ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â A , ñîñòîÿùóþ èç èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñêâîçíîé ôóíêòîð

H+(I) −→ H+(A)
Q−→ D+(A)

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé (ñì [17]). Àíàëîãè÷íî, åñëè àáåëåâà êàòåãîðèÿ A
èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ, òî ñêâîçíîé ôóíêòîð

H−(P) −→ H−(A)
Q−→ D−(A),

ãäå P â A � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ ïðîåêòèâíûõ, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Ïóñòü F : A −→ B � íåêîòîðûé àääèòèâíûé ôóíêòîð ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãîðèÿ-

ìè (òî÷íîñòü íå òðåáóåòñÿ). Òîãäà îí î÷åâèäíûì îáðàçîì èíäóöèðóåò òî÷íûé ôóíêòîð
H(A) −→ H(B) , êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì F . Îáùàÿ êîíñòðóê-
öèÿ (ïðàâîãî) ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà, îïèñàííàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, äàåò íàì
ôóíêòîð RF , êîòîðûé îïðåäåëåí íà íåêîòîðîé ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãî-
ðèè â D(A) ñî çíà÷åíèÿìè â D(B) . Òå æå ñàìûå ñëîâà ìîæíî ñêàçàòü è ïðî ëåâûé
ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð. Îïðåäåëèì n-ûé ïðàâûé (ñîîòâ. ëåâûé) ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð
îò F êàê êîãîìîëîãèè:

RnFX = Hn(RFX) (ñîîòâ. LnFX = H−n(LFX)), n ∈ Z.

Îáû÷íî â ïðèëîæåíèÿõ ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð áûâàåò õîðîøî îïðåäåëåí íà
ïîäêàòåãîðèè D+(A) . Èñïîëüçóÿ ëåììû 1.1.10 è 1.2.4, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îãðàíè-
÷åíèå ôóíêòîðà RF íà D+(A) ñîâïàäàåò ñ ôóíêòîðîì ïðîèçâîäíûì îò îãðàíè÷åíèÿ
F íà H+(A) ⊂ H(A) .

Ñåé÷àñ îïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð RF îïðåäåëåí
íà âñå êàòåãîðèè D+(A) . Íàçîâåì ïîëíóþ àääèòèâíóþ ïîäêàòåãîðèþ R ⊂ A ïðèñïî-
ñîáëåííîé ñïðàâà ê ôóíêòîðó F , åñëè

a) ôóíêòîð F ïåðåâîäèò àöèêëè÷íûå êîìïëåêñû èç C+(R) â àöèêëè÷íûå;
b) ëþáîé îáúåêò èç A âêëàäûâàåòñÿ â íåêîòîðûé îáúåêò èç R .

Îáúåêòû êàòåãîðèè R íàçûâàþòñÿ F -àöèêëè÷íûìè ñïðàâà. È, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïðèñïîñîáëåííàÿ ñïðàâà ê ôóíêòîðó F êàòåãîðèÿ R , òî ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî â êàòåãîðèÿ
A èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî F -àöèêëè÷íûõ (ñïðàâà) îáúåêòîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðèñïîñîáëåííàÿ ñïðàâà ê ôóíêòîðó F : A −→ B
ïîäêàòåãîðèÿ R ⊂ A . Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.1.12, íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé îãðàíè-
÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ îáúåêòîâ èç R ÿâëÿåòñÿ F -ðàñùåïèìûì ñïðàâà. Èç óñëîâèÿ
b) ëåãêî âûâåñòè, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X ∈ H+(A) ñóùåñòâóåò êâàçèèçîìîðôèçì
X −→ X ′ , ãäå X ′ ∈ H+(R) . Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

H+(R)[Quis−1] −→ D+(A)

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

Ëåììà 1.2.5. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðèñïîñîáëåííàÿ ñïðàâà ê ôóíêòîðó F ïîäêàòåãî-
ðèÿ R ⊂ A . Òîãäà ôóíêòîð RF îïðåäåëåí íà D+(A) , äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ñëåâà
êîìïëåêñà X èìååòñÿ èçîìîðôèçì RFX

∼−→ X ′ , ãäå X −→ X ′ � êâàçèèçîìîðôèçì
ñ X ′ ∈ H+(A) .
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Åñëè êàòåãîðèÿ A èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èúåêòèâíûõ, òî ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ
I ∈ A , ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ èíúåêòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèñïîñîáëåííîé ñïðàâà ê ëþáîìó
àääèòèâíîìó ôóíêòîðó. È â ýòîì ñëó÷àå ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð RFX ìîæíî
âû÷èñëÿòü, ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð F ê èíúåêòèâíîé ðåçîëüâåíòå X ′ êîìïëåêñà X .

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ïîäêàòåãîðèè, ïðèñïîñîáëåííîé
ñëåâà ê ôóíêòîðó F . È åñëè òàêàÿ ïîäêàòåãîðèÿ ñóùåñòâóåò, òî îïðåäåëåí ëåâûé ïðî-
èçâîäíûé ôóíêòîð LF : D−(A) −→ D(B).

1.3. Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè ïó÷êîâ íà ñõåìàõ. Ïóñòü X � íåêîòîðàÿ ñõåìà íàä
ïîëåì k ñî ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì OX . Ñ êàæäîé ñõåìîé ìîæíî ñâÿçàòü íåñêîëüêî àáå-
ëåâûõ êàòåãîðèé ïó÷êîâ íà íåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç OX−Mod àáåëåâó êàòåãîðèþ âñåõ
ïó÷êîâ OX -ìîäóëåé (â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî). Êàòåãîðèÿ OX−Mod èìååò âñå ïðåäåëû
è âñå êîïðåäåëû è èìååò ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ. Ïðÿìûå êîïðåäåëû ÿâëÿþòñÿ òî÷-
íûìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå êàòåãîðèÿ OX−Mod ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé êàòåãîðèåé Ãðîòåíäèêà
è èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ. (ñì. [15],[42] IV).

Ñ ýòîãî ìîìåíòà îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íåòåðîâûõ ñõåì (õîòÿ ìíîãèå ôàêòû,
èçëîæåííûå íèæå âûïîëíåíû è â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qcoh(X)
ïîëíóþ àáåëåâó ïîäêàòåãîðèþ â OX−Mod , ñîñòîÿùóþ èç êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.
Äëÿ íåòåðîâîé ñõåìû X âñÿêèé êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì êîïðåäåëîì
ñâîèõ ïîäïó÷êîâ êîíå÷íîãî òèïà (ñì [16] EGA1, 9.4). Â ýòîì ñëó÷àå êàòåãîðèÿ Qcoh(X)
èìååò ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ è ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé êàòåãîðèåé Ãðîòåíäèêà, ïîýòîìó
èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ.

Òðåòüÿ êàòåãîðèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñõåìå X , � ýòî êàòåãîðèÿ êîãåðåíò-
íûõ ïó÷êîâ coh(X) . Êàòåãîðèÿ coh(X) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé àáåëåâîé ïîäêàòåãîðèåé â
Qcoh(X) .

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïðåäåëåíèå (êâàçè)êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ëîêàëüíî, îíè íà ñàìîì
äåëå íå çàâèñÿò îò òîïîëîãèè. Ê ïðèìåðó, ìîæíî ðàññìîòðåòü íå òîëüêî òîïîëîãèþ Çà-
ðèñêîãî, íî è, ñêàæåì, ýòàëüíóþ èëè ïëîñêóþ òîïîëîãèè. Â ýòîì ñëó÷àå, â òî âðåìÿ êàê
ïîíÿòèå ïó÷êà OX -ìîäóëåé çàâèñèò îò âûáîðà òîïîëîãèè, (êâàçè)êîãåðåíòíûå ïó÷êè íå
çàâèñÿò (ñì. [36]). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àôôèííîé ñõåìû êàòåãîðèÿ Qcoh(X) ýêâèâàëåíòíà
êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðîé.

Â äàëüíåéøåì íàøå âíèìàíèå áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî íà èçó÷åíèè êàòåãîðèè êîãåðåíò-
íûõ ïó÷êîâ, à áîëåå òî÷íî íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Îäíàêî, òàê
êàê êàòåãîðèÿ coh(X) íå èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ, òî ïðè ïîñòðîåíèè
ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ íàì áóäóò ïîëåçíû êàòåãîðèè Qcoh(X) è OX−Mod .

Äëÿ íåòåðîâîé ñõåìû X ïîëíîå âëîæåíèå àáåëåâûõ êàòåãîðèé Qcoh(X) ↪→ OX−Mod
ïåðåâîäèò èíúåêòèâíûå â èíúåêòèâíûå. Îòñþäà íå ñëîæíîé ïðîöåäóðîé (ñì. [17]I.4.6,
[43],B) ìîæíî âûâåñòè, ÷òî òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ H+(Qcoh) ÿâëÿåòñÿ êî-
ôèíàëüíîé ñïðàâà â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè H+(OX−Mod) . Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ
ëåììó 1.1.6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. ([17], [41] II) Åñëè X íåòåðîâà ñõåìà, òî êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

D+(Qcoh(X)) −→ D+(OX−Mod)
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ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé

D+(OX−Mod)Qcoh ⊂ D+(OX−Mod),

ñîñòîÿùåé èç êîìïëåêñîâ ñ êâàçèêîãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè.

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñõåìó ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå è ïðî íåîãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. ([41] II) Åñëè X � íåòåðîâà ñõåìà êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, òî
êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

D(Qcoh(X)) −→ D(OX−Mod)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé

D(OX−Mod)Qcoh ⊂ D(OX−Mod),

ñîñòîÿùåé èç êîìïëåêñîâ ñ êâàçèêîãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò íàëè÷èå ôóíêòîðà Q : OX−Mod −→ Qcoh(X) , ñîïðÿ-
æåííîãî ñïðàâà ê ôóíêòîðó âëîæåíèÿ è òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ñõåìû êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè
ýòîò ôóíêòîð èìååò êîíå÷íóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü (ñì. [41] II.3.7).

Òåïåðü ðàññìîòðèì âëîæåíèå àáåëåâûõ êàòåãîðèé coh(X) ⊂ Qcoh(X) . Äëÿ êàíî-
íè÷åñêîãî ôóíêòîðà ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè òàêæå èçâåñòíû óòâåðæäåíèÿ
àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì âûøå. Îäíàêî îíè êàñàþòñÿ òîëüêî îãðàíè÷åííûõ ñïðàâà ïðî-
èçâîäíûõ êàòåãîðèé.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.3. ([41] II) Äëÿ íåòåðîâîé ñõåìû X êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

D−(coh(X)) −→ D−(Qcoh(X))

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé

D−(Qcoh(X))coh.

Êîìáèíèðóÿ ýòî ïðåäëîæåíèå ñ ïðåäëîæåíèÿìè 1.3.1 è 1.3.2 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.3.4. ([41] II) Ïóñòü X � íåòåðîâà ñõåìà (ñîîòâ. íåòåðîâà êîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè). Òîãäà êàíîíè÷åñêèé ôóíêòîð

Db(coh(X)) −→ Db(OX−Mod) (ñîîòâ. D−(coh(X)) −→ D−(OX−Mod))

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé

Db(OX−Mod)coh ( ñîîòâ. D−(OX−Mod)coh).

Òåïåðü îïèøåì îñíîâíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè
ïó÷êîâ íà ñõåìàõ. Ïóñòü f : X −→ Y � ìîðôèçì íåòåðîâûõ ñõåì. Ñóùåñòâóåò ôóíêòîð
îáðàòíîãî îáðàçà

f∗ : OY −Mod −→ OX−Mod,

êîòîðûé òî÷åí ñïðàâà. Òàê êàê êàòåãîðèÿ OY −Mod èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïëîñêèõ
OY -ìîäóëåé è îíè f∗-àöèêëè÷íû, òî îïðåäåëåí ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

Lf∗ : D−(OY −Mod) −→ D−(OX−Mod).
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Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð Lf∗ ïåðåâîäèò êàòåãîðèè D−(OY −Mod)Qcoh è
D−(OY −Mod)coh â êàòåãîðèè D−(OX−Mod)Qcoh è D−(OX−Mod)coh ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåòåðîâûõ ñõåì êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ïðîèçâîäíûé
ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà íà îãðàíè÷åííûõ ñïðàâà ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèÿõ êâàçèêî-
ãåðåíòíûõ è êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Åñëè ôóíêòîð f∗ èìååò êîíå÷íóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü (â ýòîì ñëó÷àå
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f èìååò êîíå÷íóþ Tor-ðàçìåðíîñòü) ìîæíî ïðîäîëæèòü ïðîèç-
âîäíûé ôóíêòîð Lf∗ íà íåîãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè. Áîëåå òîãî, åñëè
ìîðôèçì f èìååò êîíå÷íóþ Tor-ðàçìåðíîñòü, òî ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îáðàòíîãî îá-
ðàçà ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ â îãðàíè÷åííóþ. È, â ÷àñòíîñòè,
èìååì ôóíêòîð

Lf∗ : Db(OY −Mod)coh −→ Db(OX−Mod)coh.

Ïóñòü E ,F ∈ C(OX −Mod) � äâà êîìïëåêñà OX -ìîäóëåé. Îïðåäåëèì òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå E ⊗ F êàê êîìïëåêñ, àññîöèèðîâàííûé ñ äâîéíûì êîìïëåêñîì Ep ⊗Fq ,
òî åñòü

(E ⊗ F)n =
∑

p+q=n

Ep ⊗Fq

ñ äèôôåðåíöèàëîì d = dE + (−1)ndF . Ãîìîòîïèè ìåæäó ìîðôèçìàìè êîìïëåêñîâ ïå-
ðåíîñÿòñÿ íà òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, è ïîëó÷àåòñÿ ôóíêòîð

E⊗ : H(OX−Mod) −→ H(OX−Mod).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî E ∈ C−(OX−Mod) . Êàòåãîðèÿ H−(OX−Mod) èìååò äî-
ñòàòî÷íî ìíîãî îáúåêòîâ, ðàñùåïèìûõ ñëåâà äëÿ ôóíêòîðà E⊗ . Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ
îãðàíè÷åííûå ñïðàâà êîìïëåêñû ïëîñêèõ OX -ìîäóëåé. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ëåâûé ïðî-
èçâîäíûé ôóíêòîð

E L⊗: D−(OX−Mod) −→ D−(OX−Mod).

Åñëè îáúåêòû E1 è E2 êâàçèèçîìîðôíû, òî ôóíêòîðû E1

L⊗ è E2

L⊗ ÿâëÿþòñÿ èçî-
ìîðôíûìè. Íà ñàìîì äåëå, ïîëó÷àåòñÿ ôóíêòîð îò äâóõ ïåðåìåííûõ

L⊗: D−(OX−Mod)×D−(OX−Mod) −→ D−(OX−Mod),

êîòîðûé òî÷åí ïî îáîèì àðãóìåíòàì. Ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
î÷åâèäíî ñèììåòðè÷íûé è àññîöèàòèâíûé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò E èìååò êîíå÷íóþ Tor-ðàçìåðíîñòü, òî åñòü êâàçèèçîìîð-
ôåí îãðàíè÷åííîìó êîìïëåêñó ïëîñêèõ OX -ìîäóëåé, òîãäà ôóíêòîð E L⊗ ìîæíî, ñ
îäíîé ñòîðîíû, ïðîäîëæèòü íà íåîãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ, à, ñ äðóãîé,
ïóòåì îãðàíè÷åíèÿ ïîëó÷èòü ôóíêòîð èç îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè â ñåáÿ.
Ïîëó÷àåì ôóíêòîðû

E L⊗: D(OX−Mod) −→ D(OX−Mod), E L⊗: Db(OX−Mod) −→ Db(OX−Mod).

È â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî, åñëè îáúåêò E ïðèíàäëåæèò êàòåãîðèè D−(OX −
Mod)coh (ñîîòâ. D−(OX −Mod)Qcoh ), òî ôóíêòîð E L⊗ ïåðåâîäèò îáúåêòû ñ (êâà-
çè)êîãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè â îáúåêòû ñ (êâàçè)êîãåðåíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè.
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Ïóñòü f : X −→ Y � íåêîòîðûé ìîðôèçì íåòåðîâûõ ñõåì. Ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà

f∗ : OX−Mod −→ OY −Mod

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ñëåâà. Òàê êàê êàòåãîðèÿ OX -ìîäóëåé èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî èíú-
åêòèâíûõ, òî ñóùåñòâóåò ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

Rf∗ : D+(OX−Mod) −→ D+(OX−Mod).

Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêòîð Rf∗ ïåðåâîäèò ïîäêàòåãîðèþ D+(OX−Mod)Qcoh â
ïîäêàòåãîðèþ D+(OY −Mod)Qcoh .

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ôóíêòîð f∗ èìååò êîíå÷íóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü, òî
ôóíêòîð Rf∗ ìîæíî ïðîäîëæèòü íà êàòåãîðèþ íåîãðàíè÷åííûõ êîìïëåêñîâ. Ýòî âû-
ïîëíÿåòñÿ íàïðèìåð â ñëó÷àå, êîãäà X íåòåðîâà ñõåìà êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â ýòîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà f∗ èìååò êîíå÷íóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü,
îïðåäåëåí ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð ìåæäó îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè êàòå-
ãîðèÿìè

Rf∗ : Db(OX−Mod) −→ Db(OX−Mod).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð áûë îïðåäåëåí ìåæäó ïðîèçâîäíûìè
êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìîð-
ôèçì.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.5. ([16]III,3.2.1,[17]) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : X −→ Y ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì ìîðôèçìîì íåòåðîâûõ ñõåì. Òîãäà ôóíêòîð Rf∗ ïîñûëàåò ïîäêàòåãî-
ðèþ D+(OX−Mod)coh â ïîäêàòåãîðèþ D+(OY −Mod)coh . Åñëè êðîìå òîãî X èìååò
êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îãðàíè÷åííîé
è íåîãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé.

Ïóñòü E ,F ∈ C(OX −Mod) � äâà êîìïëåêñà OX -ìîäóëåé. Îïðåäåëèì êîìïëåêñ
Hom·(E , F) ïî ïðàâèëó:

Homn(E , F) =
∏
p

Hom(Ep, Fp+n)

ñ äèôôåðåíöèàëîì d = dE + (−1)n+1dF . Ãîìîòîïèè ìåæäó ìîðôèçìàìè êîìïëåêñîâ
ïåðåíîñÿòñÿ íà ëîêàëüíûé Hom , è ïîëó÷àåòñÿ áèôóíêòîð

Hom : H(OX−Mod)op ×H(OX−Mod) −→ H(OX−Mod).

Òàê êàê ëþáîé îãðàíè÷åííûé ñëåâà êîìïëåêñ èìååò èíúåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó, òî ïî-
ëó÷àåì ïðîèçâîäíûé áèôóíêòîð

RHom : D(OX−Mod)op ×D+(OX−Mod) −→ D(OX−Mod).

Â äàííîé ñèòóàöèè îïðåäåëèì ëîêàëüíûé ãèïåð-Ext

Exti(E , F) := H i(RHom(E , F)).

Äëÿ íåòåðîâîé ñõåìû X , åñëè E è F ÿâëÿþòñÿ (êâàçè)êîãåðåíòíûìè OX -ìîäóëÿìè,
òîãäà äëÿ âñåõ i ≥ 0 ïó÷êè Exti(E , F) òàêæå ÿâëÿþòñÿ (êâàçè)êîãåðåíòíûìè.

Åñëè òåïåðü E ∈ D−(OX−Mod)coh à F ∈ D+(OX−Mod)coh , òîãäà RHom(E , F)
ïðèíàäëåæèò D(OX−Mod)coh .
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Îïèøåì îñíîâíûå ñâîéñòâà è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè ôóíêòîðàìè, ââå-
äåííûìè â ýòîì ïàðàãðàôå. Ðàññìîòðèì äâà ìîðôèçìà f : X −→ Y è g : Y −→ Z . Â
äàííîé ñèòóàöèè èìååì äâà ôóíêòîðà L(gf)∗ è Lf∗Lg∗ èç êàòåãîðèè D−(OZ−Mod)
â D−(OX−Mod) . Òîãäà åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

L(gf)∗ ∼−→ Lf∗Lg∗

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêòîð g∗

ïåðåâîäèò ïëîñêèå OZ -ìîäóëè â ïëîñêèå OY -ìîäóëè. (ñì. íàïðèìåð [17]).
Àíàëîãè÷íî, èìååì èçîìîðôèçì

R(gf)∗ −→ Rg∗Rf∗

ôóíêòîðîâ èç D+(OX−Mod) â D+(OX−Mod) . Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî
ôàêòà, ÷òî f∗ ïåðåâîäèò èíúåêòèâíûå ïó÷êè â âÿëûå ïó÷êè íà Y , êîòîðûå, â ñâîþ
î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ g∗-àöèêëè÷íûìè (ñì. [17]).

Äðóãèå ñîîòíîøåíèå, êîòîðûå áóäóò äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ, íàçûâàþòñÿ
ôîðìóëîé ïðîåêöèè è ïëîñêîé çàìàíîé áàçû.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.6. ([17], II.5.6) Ïóñòü f : X −→ Y � ìîðôèçì íåòåðîâûõ ñõåì
êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ E ∈ D−(OX−Mod) è F ∈ D−(OX−
Mod)Qcoh ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ

(3) Rf∗E
L⊗ F ∼−→ Rf∗(E

L⊗ Lf∗F).

Ïðåäëîæåíèå 1.3.7. ([17], II.5.12) Ïóñòü f : X −→ Y � ìîðôèçì êîíå÷íîãî òèïà
ìåæäó íåòåðîâûìè ñõåìàìè êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè è g : Y ′ −→ Y � ïëîñêèé ìîð-
ôèçì. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâ êâàäðàò:

X ×Y Y ′ g′−−−−→ X

f ′
y

yf

Y ′ g−−−−→ Y.

Â äàííîé ñèòóàöèè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ

(4) Lg∗Rf∗E ∼−→ Rf ′∗Lg
′∗E

äëÿ ëþáîãî E ∈ D(OX−Mod)Qcoh .

Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.8. ([17], II.5.16) Ïóñòü E � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ ëîêàëüíî ñâî-
áîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷íîãî ðàíãà íà íåòåðîâîé ñõåìå X . Òîãäà ñóùåñòâóþò åñòåñòâåí-
íûå èçîìîðôèçìû ôóíêòîðîâ

(5) RHom(F , G)
L⊗ E ∼−→ RHom(F , G L⊗ E) ∼−→ RHom(F L⊗ E∨, G)

äëÿ âñåõ F ∈ D−(OX−Mod) è G ∈ D+(OX−Mod) , ãäå E∨ := RHom(E , OX) .
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2. Êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è ôóíêòîðû ìåæäó íèìè

2.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ïàðà-
ãðàôà, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíò-
íûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ïîëíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî
Db(coh(X)) äàëåå âåçäå áóäåì ïèñàòü ïðîñòî Db(X) . Êðîìå òîãî, çíà÷îê ïðîèçâîä-
íîãî ôóíêòîðà áóäåò îïóñêàòüñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêòîð òî÷åí, íàïðèìåð äëÿ
îáðàòíîãî îáðàçà ïðè ïëîñêîì ìîðôèçìå èëè äëÿ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà ëîêàëüíî
ñâîáîäíûé ïó÷îê.

Äëÿ ãëàäêîãî ïîëíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ðàçìåðíîñòè n îãðàíè÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ
êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ îáëàäàåò ôóíêòîðîì Ñåððà (cì. îïðåäåëåíèå 1.1.3), è
ýòîò ôóíêòîð ñîâïàäàåò ñ ôóíêòîðîì (·) ⊗ ωX [n], ãäå ωX � êàíîíè÷åñêèé ïó÷îê (ñì.
[6]). Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ èçîìîðôèçì

(6) Hom(E , F) = Hom(F , E ⊗ ωX [n])∗

äëÿ ëþáîé ïàðû îáúåêòîâ E ,F ∈ Db(X) .
Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ëþáîé ìîðôèçì f : X → Y ìåæäó

ãëàäêèìè ïîëíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè èíäóöèðóåò äâà òî÷íûõ ôóíê-
òîðà: ôóíêòîð ïðÿìîãî îáðàçà Rf∗ : Db(X) −→ Db(Y ) è ôóíêòîð îáðàòíîãî îáðàçà
Lf∗ : Db(Y ) −→ Db(X), è ýòè ôóíêòîðû ñîïðÿæåíû. Êðîìå òîãî, êàæäûé îáúåêò
E ∈ Db(X) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ

L⊗ E : Db(X) −→ Db(X) .
Èñïîëüçóÿ ýòè ñòàíäàðòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû, ìîæíî ââåñòè íîâûé áîëüøîé

êëàññ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè Db(X) è Db(Y ) .
Ïóñòü X è Y � äâà ãëàäêèõ ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k ðàçìåðíîñòè n è

m ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × Y è îáîçíà÷èì ÷åðåç p è
q ïðîåêöèè X × Y íà X è ñîîòâåòñòâåííî íà Y

X
p←− X × Y

q−→ Y.

Êàæäûé îáúåêò E ∈ Db(X × Y ) çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð ΦE èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè
Db(X) â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(Y ) , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(7) ΦE(·) := R·q∗(E
L⊗ p∗(·)).

Êðîìå òîãî, ñ òåì æå ñàìûì îáúåêòîì E ∈ Db(X × Y ) ìîæíî ñâÿçàòü åùå è äðó-
ãîé ôóíêòîð ΨE èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(Y ) â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ Db(X) ,
îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó àíàëîãè÷íîìó (7):

ΨE(·) := Rp∗(E
L⊗ q∗(·)).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêòîð ΦE èìååò êàê ëåâûé, òàê è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå ôóíê-
òîðû.

Ëåììà 2.1.1. Ôóíêòîð ΦE èìååò ñîïðÿæåííûå ñëåâà è ñïðàâà ôóíêòîðû Φ∗E è Φ!
E

ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïî ôîðìóëå:

(8) Φ∗E ∼= ΨE∨⊗q∗ωY [m],

Φ!
E ∼= ΨE∨⊗p∗ωX [n].
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Çäåñü ωX è ωY êàíîíè÷åñêèå ïó÷êè íà X è Y , è E∨ � óäîáíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ
RHom(E ,OX×Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñîïðÿæåííîãî ñëåâà ôóíêòîðà. Îíî
ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçîìîðôèçìîâ:

Hom(A, Rq∗(E
L⊗ p∗B)) ∼= Hom(q∗A, E L⊗ p∗B)

∼= Hom(p∗B, E∨ L⊗ q∗A⊗ ωX×Y [n + m])∗

∼= Hom(B, Rp∗(E∨
L⊗ q∗(A⊗ ωY [m]))⊗ ωX [n])∗

∼= Hom(Rp∗(E∨
L⊗ q∗(A⊗ ωY [m])), B).

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñîïðÿæåííîñòü ôóíêòîðîâ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îáðàçà, äâà ðàçà
èñïîëüçóåòñÿ äâîéñòâåííîñòü Ñåððà (6), à òàêæå ôîðìóëà (5). 2

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî, êîíå÷íî, ñ ëþáîé äèàãðàììîé âèäà

X
p←− Z

q−→ Y.

è ëþáûì îáúåêòîì E ∈ Db(Z) ìîæíî ñâÿçàòü ôóíêòîð èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êî-
ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X â ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà Y , çàäàþ-
ùèéñÿ ïî ôîðìóëå àíàëîãè÷íîé (7). Íî êàæäûé òàêîé ôóíêòîð èçîìîðôåí ôóíêòîðó
âèäà (7) ñ îáúåêòîì R(p, q)∗E íà X × Y , ãäå (p, q) � êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì èç Z â
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå X × Y .

Ïóñòü òåïåðü X, Y, Z � òðè ãëàäêèõ ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèÿ, è E ,F ,G � îáúåêòû ïðî-
èçâîäíûõ êàòåãîðèé Db(X × Y ) , Db(Y × Z) è Db(X × Z) ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ äèàãðàììó ïðîåêöèé:

X × Y × Z
p12

xxppppppppppp
p13

²²

p23

&&NNNNNNNNNN

X × Y

π1
12

²²
π2
12

&&NNNNNNNNNNNN X × Z

π1
13

xxpppppppppppp

π3
13

&&NNNNNNNNNNNN Y × Z

π2
23

xxpppppppppppp
π3
23

²²
X Y Z

Îáúåêòû E ,F ,G çàäàþò òðè ôóíêòîðà:

ΦE : Db(X) −→ Db(Y ), ΦF : Db(Y ) −→ Db(Z), ΦG : Db(X) −→ Db(Z),

îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (7), òî åñòü

ΦE := Rπ2
12∗(E

L⊗ π1
12
∗(·)), ΦF := Rπ3

23∗(F
L⊗ π2

23
∗(·)), ΦG := Rπ3

13∗(G
L⊗ π1

13
∗(·)).

Ðàññìîòðèì îáúåêò p12
∗E L⊗ p23

∗F ∈ Db(X × Y × Z), êîòîðûé äàëåå âñåãäà áóäåì
îáîçíà÷àòüñÿ E £

Y
F . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò ïðàâèëî äëÿ êîìïîçèöèè òåõ òî÷-

íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû îáúåêòàìè
íà ïðîèçâåäåíèè.



24

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. Êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðîâ ΦF◦ΦE èçîìîðôíà ôóíêòîðó ΦG , ïðåä-
ñòàâëåííîìó îáúåêòîì

(9) G = Rp13∗(E £
Y
F).

Äîêàçàòåëüñòâî - ýòî ïðÿìàÿ ïðîâåðêà.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ãëàäêîìó ïîëíîìó àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ ñîïî-

ñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà íåì, à ñ êàæäûì îáúåê-
òîì E ∈ Db(X × Y ) íà ïðîèçâåäåíèè äâóõ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé àññîöèèðóåòñÿ òî÷íûé
ôóíêòîð ΦE èç òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè Db(X) â òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ
Db(Y ) ñ çàêîíîì êîìïîçèöèè, îïèñàííûì âûøå.

Ñëåäóþùèå âîïðîñû ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ äàííîãî ñîïîñòàâ-
ëåíèÿ:

1). Êîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ ðàçíûõ ãëàäêèõ ïîëíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè?

2). Êàêîâà ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíò-
íûõ ïó÷êîâ äëÿ äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ? (Ïîä ãðóïïîé àâòî-
ýêâèâàëåíòíîñòåé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ãðóïïà îáðàçîâàííàÿ êëàññàìè èçîìîðôèç-
ìîâ òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.)

3). Âñÿêèé ëè òî÷íûé ôóíêòîð ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè, òî åñòü èìååò âèä (7)?

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè óæå èçâåñòíû. Ê ïðèìåðó, ìîæíî äàòü
èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà ïåðâûå äâà âîïðîñà â ñëó÷àå, êîãäà êàíîíè÷åñêèé èëè àíòè-
êàíîíè÷åñêèé ïó÷îê ìíîãîîáðàçèÿ îáèëåí.

Òåîðåìà 2.1.3. [8] Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, êàíîíè÷åñêèé (èëè
àíòèêàíîíè÷åñêèé) ïó÷îê êîòîðîãî îáèëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàòåãîðèÿ Db(X) ýê-
âèâàëåíòíà êàê òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(X ′) äëÿ
íåêîòîðîãî ãëàäêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ′. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå X ′ èçî-
ìîðôíî X .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, êîòîðîå ïðèâåäåíî â [8], ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì è
äàåò ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïî ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷-
êîâ. Áîëåå òîãî, â óñëîâèè òåîðåìû ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè
ýêâèâàëåíòíû íå êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè, à òîëüêî êàê ãðàäóèðîâàííûå êà-
òåãîðèè (ñì. [8]).

Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî òàêæå îïèñàòü è ãðóïïó òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Òåîðåìà 2.1.4. [8] Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, êàíîíè÷åñêèé (èëè
àíòèêàíîíè÷åñêèé) ïó÷îê êîòîðîãî îáèëåí. Òîãäà ãðóïïà êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ òî÷-
íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé êàòåãîðèè Db(X) ïîðîæäåíà àâòîìîðôèçìàìè ìíîãîîá-
ðàçèÿ, ïîäêðóòêàìè íà ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ è ñäâèãàìè â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè.

Äëÿ ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(X)
âñåãäà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó G(X), êîòîðàÿ åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïû G1 = Pic(X) ⊕ Z è ïîäãðóïïû G2 = AutX, äåéñòâóþùåé åñòåñòâåííûì



25

îáðàçîì íà G1. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèè G(X) ⊂ Auteq Db(X) îáðàçóþùàÿ Z ïåðåõîäèò
â ôóíêòîð ñäâèãà [1] , ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L ∈ Pic(X) � â ôóíêòîð ⊗L, à àâòîìîð-
ôèçì f : X → X èíäóöèðóåò àâòîýêâèâàëåíòíîñòü Rf∗ . Â ñòàòüå [8] äîêàçàíî, ÷òî ïðè
óñëîâèè, îïèñàííîì â òåîðåìå 2.1.4, ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(X)
ñîâïàäàåò ñ G(X), ò.å. â ýòîì ñëó÷àå:

AuteqDb(X) ∼= AutX n (Pic(X)⊕ Z).

×òîáû èññëåäîâàòü âîïðîñ, êîãäà äâà ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîä-
íûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, è îïèñûâàòü èõ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé, æå-
ëàòåëüíî èìåòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ. Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî
âñå îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè, ò.å. èìåþò âèä (7). Â ñëåäóþùåé
ãëàâå äàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ãèïîòåçû äëÿ âïîëíå ñòðîãèõ ôóíêòîðîâ è, â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, âñÿ ñëåäóþùàÿ ãëàâà áóäåò ïîñâÿùåíà
äîêàçàòåëüñòâó äàííîãî ðåçóëüòàòà. Òàêèì îáðàçîì, ýòî äàñò íàì âîçìîæíîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî ôóíêòîðû âèäà (7) ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà îá ýêâèâàëåíòíîñòÿõ
ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.
Äðóãàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ âñòàåò â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì ýòèõ ïðîáëåì, � ýòî íåîáõîäèìîñòü
èìåòü êðèòåðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî ôóíêòîðó ÿâëÿåòñÿ ëè îí ýêâèâàëåíòíîñòüþ èëè
íåò. ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî îí è åãî ïðàâûé (èëè ëåâûé) ñîïðÿæåííûé âïîëíå ñòðîãèå ôóíêòîðû (ñì.
1.1.7).

Ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ìåòîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, êîãäà ôóíêòîð ΦE : Db(X) −→
Db(Y ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Òåîðåìà 2.1.5. [7] Ïóñòü M è X � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0, è ïóñòü E ∈ Db(M ×X) . Òîãäà ôóíêòîð
ΦE ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè:

1) Homi
X(ΦE(Ot1) , ΦE(Ot2)) = 0 äëÿ âñåõ i è t1 6= t2 .

2) Hom0
X(ΦE(Ot) , ΦE(Ot)) = k,

Homi
X(ΦE(Ot) , ΦE(Ot)) = 0, äëÿ i /∈ [0, dimM ].

Çäåñü t, t1, t2 � òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M è Oti � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïó÷êè íåáî-
ñêðåáîâ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé äàííîé òåîðåìû äîâîëüíî òðóäíî,
îäíàêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îáúåêò íà ïðîèçâåäåíèè ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì
äàííûé êðèòåðèé ðàáîòàåò äîâîëüíî óñïåøíî.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ãëàäêèõ ïîëíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé X1, X2, Y1, Y2.

Âîçüìåì äâà îáúåêòà E1 è E2, ïðèíàäëåæàùèå êàòåãîðèÿì Db(X1 × Y1) è Db(X2 × Y2)
ñîîòâåòñòâåííî è ðàññìîòðèì îáúåêò

E1 £ E2 ∈ Db((X1 ×X2)× (Y1 × Y2)),
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êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ åñòü p∗13(E1)
L⊗ p∗24(E2). Êàê è ðàíüøå (ñì. (7)), îáúåêòû E1,

E2, E1 £ E2 çàäàþò ôóíêòîðû:
ΦE1 : Db(X1) −→ Db(Y1),
ΦE2 : Db(X2) −→ Db(Y2),
ΦE1� E2 : Db(X1 ×X2) −→ Db(Y1 × Y2).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îáúåêò G ∈ Db(X1 ×X2) è îáîçíà÷èì ÷åðåç H îáúåêò
ΦE1�E2(G) ∈ Db(Y1 × Y2) . Ñ êàæäûì èç ýòèõ äâóõ îáúåêòîâ ìîæíî ñâÿçàòü ïî ïðàâèëó
(7) ôóíêòîðû

ΦG : Db(X1) −→ Db(X2), ΦH : Db(Y1) −→ Db(Y2).

Ïðåäëîæåíèå 2.1.6. Â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ âûøå, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
ôóíêòîðîâ ΦH ∼= ΦE2 ◦ ΦG ◦ΨE1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2. 2

Åñëè òåïåðü Z1, Z2 � åùå äâà ãëàäêèõ ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèÿ, è F1,F2 � îáúåêòû
ñîîòâåòñòâåííî êàòåãîðèé Db(Y1 × Z1) è Db(Y2 × Z2), òî èìåþòñÿ òàêæå ôóíêòîðû
ΦF1 ,ΦF2 , ΦF1�F2

. Ïî ïðàâèëó (9) ìîæíî íàéòè îáúåêòû G1 è G2 , ïðèíàäëåæàùèå êà-
òåãîðèÿì Db(X1 × Z1) è Db(X2 × Z2), òàêèå ÷òî:

ΦG1
∼= ΦF1 ◦ ΦE1 , ΦG2

∼= ΦF2 ◦ ΦE2 .

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ñîîòíîøåíèå

(10) ΦF1�F2
◦ ΦE1�E2 ∼= ΦG1�G2

Èñïîëüçóÿ åãî, ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.7. Â óñëîâèÿõ, îïèñàííûõ âûøå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêòîðû ΦE1
è ΦE2 ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðîãèìè (ýêâèâàëåíòíîñòÿìè). Òîãäà ôóíêòîð

ΦE1�E2 : Db(X1 ×X2) −→ Db(Y1 × Y2)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì (ýêâèâàëåíòíîñòüþ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêòîð F èìååò ñîïðÿæåííûé, ñêàæåì, ñëåâà F ∗, òî îí
âïîëíå ñòðîãèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîìïîçèöèÿ F ∗F èçîìîðôíà òîæäåñòâåí-
íîìó ôóíêòîðó. Ôóíêòîðû ΦEi èìåþò ëåâûå ñîïðÿæåííûå ΦEi

∗ , îïðåäåëåííûå ïî ôîð-
ìóëå (8). Èç òîãî, ÷òî îíè âïîëíå ñòðîãèå ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèè ΦEi

∗◦ΦEi èçîìîðôíû
òîæäåñòâåííûì ôóíêòîðàì, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè ïó÷êàìè äèàãîíà-
ëåé ∆i ∈ Xi ×Xi. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïó÷îê O∆1 £ O∆2 èçîìîðôåí ñòðóêòóðíîìó
ïó÷êó äèàãîíàëè O∆ , ãäå ∆ � äèàãîíàëü â (X1×X2)× (X1×X2). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
(10), ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ΦE1�E2

∗ ◦ΦE1�E2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì
äèàãîíàëè ∆ è, çíà÷èò, èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó. Òàêèì îáðàçîì, ΦE1�E2
âïîëíå ñòðîãèé. Óòâåðæäåíèå ïðî ýêâèâàëåíòíîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 2

Ïðåäïîëîæèì ñåé÷àñ, ÷òî ôóíêòîð ΦE : Db(X) −→ Db(Y ) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòüþ, è îáúåêò F ∈ Db(X × Y ) òàêîé, ÷òî ΨF ∼= Φ−1

E . Ïî ôîðìóëàì (8) èìåþòñÿ
èçîìîðôèçìû

F ∼= E∨ ⊗ p∗ωX [n] ∼= E∨ ⊗ q∗ωY [m].
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Èç êîòîðûõ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòè n è m ìíîãîîáðàçèé X è Y ðàâíû.
Ðàññìîòðèì ôóíêòîð

(11) ΦF�E : Db(X ×X) −→ Db(Y × Y )

è îáîçíà÷èì åãî êàê AdE . Ôóíêòîð AdE òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 2.1.7. Êðîìå òîãî, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.6 äëÿ ëþáîãî îáúåêòà G ∈ Db(X ×X)
ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ:

(12) ΦAdE(G)
∼= ΦE ◦ ΦG ◦ Φ−1

E .

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà îáúåêò G åñòü ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè
O∆X

. Îí ïðåäñòàâëÿåò òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
(12), ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêòîð AdE ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè O∆X

â
ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè O∆Y

.
Äàâàéòå ðàññìîòðèì, áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç iX è iY âëîæåíèÿ

äèàãîíàëåé â X × X è Y × Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíèì ôóíêòîð AdE ê îáúåêòó
iX∗ωk

X , ãäå ωX êàê è ðàíüøå êàíîíè÷åñêèé ïó÷îê íà X . Îáúåêò iX∗ωk
X ïðåäñòàâëÿåò

ôóíêòîð Sk[−nk] , ãäå S ôóíêòîð Ñåððà â êàòåãîðèè Db(X) . Òàê êàê ëþáàÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïåðåñòàíîâî÷íà ñ ôóíêòîðàìè Ñåððà ïî ëåììå 1.1.4, ïîëó÷àåì, ÷òî

(13) AdE(iX∗ωk
X) ∼= iY ∗ωk

Y .

Äàâàéòå òåïåðü äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ X îïðåäåëèì áèãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó

HA(X) =
⊕

i,k

HAi,k(X) :=
⊕

i,k

Exti
X×X(O∆X

, iX∗ωk
X).

Ñòðóêòóðà àëãåáðû çäåñü çàäàåòñÿ êîìïîçèöèåé Ext'îâ ñ ó÷åòîì êàíîíè÷åñêîãî îòîæ-
äåñòâëåíèÿ

Exti
X×X(O∆X

, iX∗ωk
X) ∼= Exti

X×X(iX∗ωm, iX∗ωm+k
X ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû íàì ïðèäåòñÿ ïðèìåíèòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò
òðåòüåé ãëàâû, óòâåðæäàþùèé, ÷òî ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì
íà ïðîèçâåäåíèè.

Òåîðåìà 2.1.8. Ïóñòü X è Y � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ, äëÿ êîòîðûõ
ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êà-
òåãîðèè. Òîãäà áèãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû HA(X) è HA(Y ) èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.2.2 âñÿêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü F : Db(X) → Db(Y ) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè, òî åñòü èçîìîðôíà ôóíêòîðó ΦE äëÿ
íåêîòîðîãî E ∈ Db(X × Y ) . Ëþáàÿ òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü

AdE : Db(X ×X) −→ Db(Y × Y ),

êîòîðàÿ ïåðåâîäèò îáúåêò iX∗ωk
X â îáúåêò iY ∗ωk

Y . Ýêâèâàëåíòíîñòü AdE èíäóöèðóåò
èçîìîðôèçìû

Exti
X×X(O∆X

, iX∗ωk
X) ∼= Exti

Y×Y (O∆Y
, iY ∗ωk

Y )

è ñëåäîâàòåëüíî èçîìîðôèçì áèãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð HA(X) è HA(Y ) . 2
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èç áèãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû HA(X) ìîæíî ïîëó÷èòü êàíîíè-
÷åñêóþ è àíòèêàíîíè÷åñêóþ àëãåáðû ìíîãîîáðàçèÿ X . Äåéñòâèòåëüíî,

⊕

k≥0

H0(X,ωk
X) =

⊕

k≥0

HA0,k(X) è
⊕

k≤0

H0(X,ωk
X) =

⊕

k≤0

HA0,k(X)

Òàêèì îáðàçîì èç òåîðåìû 2.1.8 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.1.9. Åñëè ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ ãëàäêèõ ïðî-
åêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé X è Y ýêâèâàëåíòíû, òî êàíîíè÷åñêèå (è àíòèêàíîíè÷å-
ñêèå) àëãåáðû ìíîãîîáðàçèé X è Y èçîìîðôíû.

Äàííîå ñëåäñòâèå, î÷åíü áëèçêî ïî ñâîåé ôîðìóëèðîâêå òåîðåìå 2.1.3. Îäíîêî íàäî
îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.3, äàííîå â ñòàòüå [8], íå îïèðàåòñÿ íà îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò ñëåäóþùåé ãëàâû è, áîëåå òîãî, ÿâëåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì. Êðîìå ýòîãî,
â òåîðåìå 2.1.3 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàíîíè÷åñêèé (èëè àíòèêàíîíè÷åñêèé) ïó÷îê
âòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ′ ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì � ýòî ïîëó÷àåòñÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû.

Ìîæíî òàêæå îïèñàòü è âñå îñòàëüíûå ïðîñòðàíñòâà HAi,k(X) . Â ñòàòüå [40] äîêà-
çàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñ÷èòàåò

HAi,k(X) = Exti(O∆X
, iX∗ωX)

÷åðåç êîãîìîëîãèè îãðàíè÷åíèÿ O∆X
íà äèàãîíàëü, âûðîæäàåòñÿ â ÷ëåíå E2 . Â ÷àñò-

íîñòè, èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû

(14) HAi,k(X) ∼=
⊕

p+q=i

Hp(X, ΛqTX ⊗ ωk
X),

ãäå TX � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íà X . Áîëåå òîãî, äàííûé èçîìîðôèçì ïðåâðàùàåòñÿ
â èçîìîðôèçì àëãåáð, òî åñòü

HA(X) ∼=
⊕

i,k

⊕

p+q=i

Hp(X, ΛqTX ⊗ ωk
X),

êàê áèãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû. Èç äàííîãî ðàâåíñòâà è òåîðåìû 2.1.8 ïîëó÷àåì ñëåä-
ñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.1.10. Åñëè ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ ãëàäêèõ
ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé X è Y ýêâèâàëåíòíû, òî èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû ïðî-
ñòðàíñòâ

(15)
⊕

p+q=i

Hp(X, ΛqTX ⊗ ωk) ∼=
⊕

p+q=i

Hp(Y, ΛqTY ⊗ ωk).

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àþòñÿ èçîìîðôèçìû

(16)
⊕

p−q=i

Hp(X, Ωq
X) ∼=

⊕

p−q=i

Hp(Y,Ωq
Y )

ìåæäó âåðòèêàëÿìè ðîìáà Õîäæà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîìîðôèçìû (15) ñðàçó ñëåäóþò èç òåîðåìû 2.1.8 è ðàâåíñòâà (14).
Èçîìîðôèçìû (16) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (15) ïðè k = 1 . 2
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Èçîìîðôèçìû ìåæäó âåðòèêàëÿìè ðîìáà Õîäæà ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèì ñïîñî-
áîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñíîâíîå ïîëå k åñòü C.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ξ ∈ H∗(X × Y,Q) ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

vξ : H∗(X,Q) −→ H∗(Y,Q), wξ : H∗(Y,Q) −→ H∗(X,Q)

ïî ôîðìóëå :

(17) vξ(−) = q∗(ξ · p∗(−)), wξ(−) = p∗(ξ · q∗(−)).

Äëÿ äàííûõ îòîáðàæåíèé ìîæíî íàïèñàòü ôîðìóëó êîìïîçèöèè, êîòîðàÿ àíàëîãè÷-
íà ôîðìóëå (9) äëÿ êîìïîçèöèè ôóíêòîðîâ. Ïóñòü X,Y, Z � òðè ãëàäêèõ ïîëíûõ ìíî-
ãîîáðàçèÿ, è ξ , η � ýëåìåíòû H∗(X × Y,Q) è H∗(Y × Z,Q) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
êîìïîçèöèÿ vη ◦ vξ ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì vζ , ãäå ζ ∈ H∗(X ×Z,Q) çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé:

ζ = pXZ∗(p∗Y Z(η) ∪ p∗XY (ξ)).

Êàæäîìó ôóíêòîðó âèäà ΦE : Db(X) −→ Db(Y ) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå φE : H∗(X,Q) −→ H∗(Y,Q) . Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ýëåìåíò ε ∈ H(X ×Y,Q) ïî
ïðàâèëó

(18) ε = p∗
√

tdX · ch(E) · q∗
√

tdY ,

ãäå tdX è tdY � êëàññû Òîääà ìíîãîîáðàçèé X è Y . Çàäàäèì îòîáðàæåíèÿ

(19) φE(−) := vε(−) = q∗(ε · p∗(−)),
ψE(−) := wε(−) = p∗(ε · q∗(−)).

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà â ôîð-
ìå Ãðîòåíäèêà

Ïðåäëîæåíèå 2.1.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêòîð ΦE : Db(X) −→ Db(Z) ÿâëÿåòñÿ
êîìïîçèöèåé ΦG ◦ ΦF äëÿ íåêîòîðûõ

ΦF : Db(X) −→ Db(Y ), ΦG : Db(Y ) −→ Db(Z).

Òîãäà φE = φG ◦ φF .

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.1.12. Åñëè ôóíêòîð ΦE : Db(X) −→ Db(Z) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ, òî îòîáðàæåíèå φE : H∗(X,Q) −→ H∗(Y,Q) åñòü èçîìîðôèçì, è åãî êîìëåêñè-
ôèêàöèÿ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû (16) ìåæäó âåðòèêàëÿìè ðîìáà Õîäæà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.11 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêòîð êâàçèîáðàòíûé ê ΦE
èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå îáðàòíîé ê φE . Êðîìå òîãî, òàê êàê åëåìåíò ε ∈ H∗(X ×
Y,Q) ïî ôîðìóëå (18) ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðàè÷åñêîìó öèêëó, òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êîìïëåêñèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèÿ φE ñîõðàíÿåò âåðòèêàëè ðîìáà Õîäæà. 2

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì òàêæå, ÷òî âñÿêèé ôóíêòîð ΦE : Db(X) −→ Db(Y ) èíäóöè-
ðóåò îòîáðàæåíèå ΦE : K(X) −→ K(Y ) , ìåæäó ãðóïïàìè Ãðîòåíäèêà K(X) è K(Y )
êàòåãîðèé Db(X) and Db(Y ) . Äàâàéòå ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ch
√

tdX : K(X) −→ H∗(X,Q),
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êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó èç K(X) åãî õàðàêòåð ×åðíà, óìíîæåííûé íà êîðåíü
èç êëàññà Òîääà. Èçïîëüçóÿ òåîðåìó Ðèìàíà-Ðîõà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèàãðàììà

K(X) ΦE−−−−→ K(Y )

ch
√

tdX

y
ych

√
tdY

H∗(X,Q)
φE−−−−→ H∗(Y,Q)

ÿâëÿåòñÿ êîììóàòèâíîé.

2.2. Ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíîñòåé: áèðàöèîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà
ôëîï. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ öåëûé êëàññ ïðèìåðîâ äâóõ ãëàäêèõ ìíîãîîá-
ðàçèé, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ýêâèâàëåíòíû. Êîíå÷-
íî, ïðèìåðû òàêèõ ìíîãîîáðàçèé áûëè óæå èçâåñòíû: ïåðâûé ïðèìåð � ýòî àáåëåâî
ìíîãîîáðàçèå è äâîéñòâåííîå åìó � áûë ðàññìîòðåí Ìóêàè (ñì. [29]). Ïðèíöèïèàëü-
íîå îòëè÷èå ïðèìåðîâ, îáñóæäàåìûõ â ýòîì ïàðàãðàôå, â òîì, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ ïàðà â
îáùåì ñëó÷àå íåèçîìîðôíûõ ìíîãîîáðàçèé ñâÿçàíà áèðàöèîíàëüíûì èçîìîðôèçìîì,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôëîïîì.

Èç äàííûõ ïðèìåðîâ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ íà (àíòè)êàíîíè÷åñêèé ïó÷îê â
òåîðåìå 2.1.3 íå ìîãóò áûòü îñëàáëåíû.

Â íà÷àëå ïàðàãðàôà íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ ïîäêàòåãîðèé è ïîëóîðòî-
ãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé (ñì. [5], [6]).

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïóñòü B � ïîëíàÿ àääèòèâíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â àääèòèâíîé êà-
òåãîðèè A . Ïðàâûì îðòîãîíàëîì ê B â A íàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ B⊥ ⊂ A ,
ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òàêèõ îáúåêòîâ C , äëÿ êîòîðûõ Hom(B , C) = 0 äëÿ âñåõ B ∈ B .
Äâîéñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ëåâûé îðòîãîíàë ⊥B .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè B ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèåé â òðèàíãóëèðîâàí-
íîé êàòåãîðèè A , òî ⊥B è B⊥ òàêæå ÿâëÿþòñÿ òðèàíãóëèðîâàííûìè ïîäêàòåãîðèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ïóñòü I : N −→ D � âëîæåíèå ïîëíîé òðèàíãóëèðîâàííîé
ïîäêàòåãîðèè â òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ D . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî N äîïóñòèìà
ñïðàâà (ñîîòâ., ñëåâà) åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêòîð P : D −→ N ñîïðÿæåííûé ñïðàâà
(ñîîòâ. ñëåâà) ê ôóíêòîðó âëîæåíèÿ I .

Ñâîéñòâî áûòü äîïóñòèìîé ñïðàâà (ñîîòâ. ñëåâà) äëÿ ïîäêàòåãîðèè N ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ îðòîãîíàëîâ: äëÿ êàæäîãî
îáúåêòà X ∈ D ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê N → X → M , ãäå N ∈ N è
M ∈ N⊥ (ñîîòâ., M → X → N , ãäå M ∈ ⊥N è N ∈ N ). Ïîäêàòåãîðèþ áóäåì
íàçûâàòü ïðîñòî äîïóñòèìîé, åñëè îíà äîïóñòèìà êàê ñïðàâà òàê è ñëåâà.

Åñëè N ⊂ D äîïóñòèìàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, òî ñêàæåì, ÷òî D äîïóñêàåò ïîëóîðòîãî-
íàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà

〈N⊥,N 〉
èëè

〈N ,⊥N 〉
. Èíîãäà áûâàåò, ÷òî òàêîé ïðîöåññ

ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü äàëüøå, ðàñêëàäûâàÿ ïîäêàòåãîðèþ N èëè îðòîãîíà-
ëû ê íåé. Äàâàéòå äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ ïîäêàòåãîðèé (N0, ...,Nn) â
òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D íàçûâàåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîé åñëè âûïîëíÿåòñÿ
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óñëîâèå Nj ⊂ N⊥
i äëÿ âñåõ 0 ≤ j < i ≤ n . Ïîëóîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè îíà ïîðîæäàåò êàòåãîðèþ D , òî åñòü ìèíèìàëüíàÿ òðèàí-
ãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â D , ñîäåðæàùàÿ âñå Ni , ñîâïàäàåò ñ D . Â ýòîì ñëó÷àå
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì êàòåãîðèè D
è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

D =
〈
N0, ....,Nn

〉
.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ âîçíèêàåò ïðè íàëè÷èè ïîëíî-
ãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.4. Îáúåêò E â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D íàçûâàåòñÿ èñ-
êëþ÷èòåëüíûì, åñëè Homi(E , E) = 0 ïðè i 6= 0 è Hom(E , E) = k . Óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð èñêëþ÷èòåëüíûõ îáúåêòîâ (E0, ..., En) , íàçûâàåòñÿ ïîëíûì èñêëþ÷èòåëüíûì íà-
áîðîì, åñëè îí ïîðîæäàåò êàòåãîðèþ D è Hom.(Ei , Ej) = 0 ïðè i > j .

Ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà ïðåäîñòàâëÿåò ïðîåêòèâ-
íîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 2.2.5. ([2]) Íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå PN äëÿ êàæäîãî i ∈ Z íàáîð âèäà
(O(i), ...,O(i + N)) ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì è ïîëíûì. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(PN ) ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé
êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ìîäóëåé íàä êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðîé ýíäîìîðôèçìîâ èñêëþ-

÷èòåëüíîãî íàáîðà End(
j=N⊕
j=0

O(j))

Àíàëîãè÷íûå ðàçëîæåíèÿ ñóùåñòâóþò è äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ìíîãîîáðàçèé òàêèõ
êàê êâàäðèêè è ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ [20, 21, 22].

Ðàññìîòðåíèå ïðèìåðà ýòîãî ïàðàãðàôà íà÷íåì ñ Òåïåðü ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå íàì
ôàêòû î ðàçäóòèÿõ è î ïîâåäåíèè ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ïðè ðàç-
äóòèÿõ. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â ñòàòüå [34] (ñì. òàêæå [7]) .

Ïóñòü X � ãëàäêîå ïîëíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, è Y ⊂ X � ãëàäêî âëîæåí-
íîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè r . Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃ ðàçäóòèå X ñ
öåíòðîì âäîëü Y . Ìíîãîîáðàçèå X̃ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ãëàäêèì è ñóùåñòâóåò êîììóòà-
òèâíàÿ äèàãðàììà:

Ỹ
j−−−−→ X̃

p

y
yπ

Y
i−−−−→ X

â êîòîðîé i è j � çàìêíóòûå âëîæåíèÿ, è p : Ỹ → Y � ïðîåêòèâíîå ðàññëîåíèå èñ-
êëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà Ỹ íàä öåíòðîì ðàçäóòèÿ Y, â ÷àñòíîñòè, p � ïëîñêèé ìîð-
ôèçì. Íàïîìíèì, ÷òî Ỹ ∼= P(NX/Y ) , ãäå NX/Y � íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê Y â X .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç OeY (1) êàíîíè÷åñêîå îòíîñèòåëüíî îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà
Ỹ = P(NX/Y ) . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îíî èçîìîðôíî îãðàíè÷åíèþ ëèíåéíîãî ðàññëîå-
íèÿ O(−Ỹ ) íà Ỹ .

Ïðåäëîæåíèå 2.2.6. [34] Ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îáðàòíîãî îáðàçà

Lπ∗ : Db(X) −→ Db(X̃), p∗ : Db(Y ) −→ Db(Ỹ )
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ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðîãèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà ïðîåêöèè (3) äàåò èçîìîðôèçì:

Hom(Lπ∗F , Lπ∗G) ∼= Hom(F , Rπ∗Lπ∗G) ∼= Hom(F , Rπ∗OeY
L⊗ G),

ãäå F,G ∈ Db(X) . Àíàëîãè÷íî è äëÿ p∗ . Êîìáèíèðóÿ èõ ñ òåì ôàêòîì, ÷òî Rπ∗O eX
∼=

OX è Rp∗OeY = OY ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî. 2

Ïðåäëîæåíèå 2.2.7. ([34],[7]) Äëÿ âñÿêîãî îáðàòèìîãî ïó÷êà L íà Ỹ ôóíêòîð

Rj∗(L ⊗ p∗(·)) : Db(Y ) −→ Db(X̃)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîð âïîëíå ñòðîãèé, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
âûïîëíåíèå óñëîâèé 1) è 2) òåîðåìû 2.1.5. Äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé òî÷êè y ∈ Y îáðàç
Φ(Oy) ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîÿ îòîáðàæåíèÿ p , ðàññìàò-
ðèâàåìûé êàê ïó÷îê íà X̃ . Òàê êàê ñëîè íàä ðàçíûìè òî÷êàìè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî
óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè 1) òåîðåìû 2.1.5 âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðíûé ïó÷îê OF íåêîòîðîãî p-ñëîÿ F ⊂ Ỹ . Èìååì èçîìîðôèçì:

Homi(j∗OF , j∗OF ) ∼= Homi(Lj∗j∗OF , OF )

Â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(Ỹ ) èìååòñÿ âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

OF ⊗OeY (1)[1] −→ Lj∗j∗OF −→ OF ,

ãäå OeY (1) � ýòî îòíîñèòåëüíî îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà Ỹ , êîòîðîå èçîìîðôíî
O(−Ỹ )

∣∣eY . Ñëîé F åñòü ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, à îãðàíè÷åíèå ïó÷êà OeY (1) íà F

èçîìîðôåí O(1) . Ïîýòîìó

Homi(OF ⊗OeY (1), OF ) = 0

äëÿ âñåõ i . È çíà÷èò

Homi(j∗OF , j∗OF ) ∼= Homi(OF , OF ).

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 2) òåîðåìû 2.1.5 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. 2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(X) ïîëíóþ òðèàíãóëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ â Db(X̃) , êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êàòåãîðèè Db(X) îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà Lπ∗ , à ÷åðåç D(Y )k

îáîçíà÷èì ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â Db(X̃) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êàòåãîðèè Db(Y )
îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà Rj∗(OeY (k)⊗ p∗(·)) , ãäå OeY (k) = OeY (1)⊗k è OeY (1) � êàíîíè-
÷åñêîå îòíîñèòåëüíî îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà Y = P(NX/Y ) . Èç ïðåäëîæåíèé
2.2.6 è 2.2.7 ñëåäóåò, ÷òî D(X) ∼= Db(X) è D(Y )k

∼= Db(Y ) .

Òåîðåìà 2.2.8. ([34]) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ ïîäêàòåãîðèé
〈
D(Y )−r+1, ..., D(Y )−1, D(X)

〉

ÿâëÿåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîé è äàåò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ êàòåãîðèè
Db(X̃) .
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Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïèñàòü êàòåãîðèþ ðàçäóòèÿ â òåðìèíàõ ìíîãîîáðàçèÿ, êîòî-
ðîå ðàçäóâàåòñÿ, è ïîäìíîãîîáðàçèÿ â êîòîðîì ðàçäóâàåì.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîå âûøå îïèñàíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ðàçäóòèÿ, èññëåäóåì
òåïåðü ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïðè ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ òèïà ôëèï
è ôëîï. Ðàññìîòðèì òàêîé ïðèìåð.

Ïóñòü Y � ãëàäêî âëîæåííîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ãëàäêîì ïîëíîì àëãåá-
ðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X òàêîå, ÷òî Y ∼= Pk ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì NX/Y

∼=
OY (−1)⊕(l+1) . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî l ≤ k .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃ ðàçäóòèå X ñ öåíòðîì âäîëü Y . Â äàííîì ñëó÷àå èñêëþ÷èòåëü-
íûé äèâèçîð Ỹ èçîìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ Pk × Pl . Êðîìå
òîãî, â ýòîé ñèòóàöèè èìååòñÿ ñëåäóþùåå îïèñàíèå íîðìàëüíîãî ïó÷êà ê Ỹ â X̃ .

N eX/eY = O eX(Ỹ )
∣∣∣eY
∼= O(−1;−1),

ãäå O(−1,−1) := p∗1OPk(−1)⊗p∗2OPl(−1) . Ýòè ôàêòû ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ñäóòèå X̃ òàêîå, ÷òî Ỹ ïðîåêòèðóåòñÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü Pl . Ýòî ñäóòèå
ñóùåñòâóåò â àíàëèòè÷åñêîé êàòåãîðèè è åãî ðåçóëüòàò åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå X+ ,
êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü íå àëãåáðàè÷åñêèì. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî
àëãåáðàè÷åñêîå. Âñÿ ãåîìåòðèÿ, îïèñàííàÿ âûøå, îòðàæåíà â ñëåäóþùåé äèàãðàììå:

(20) Ỹ

j

²²

p

ÄÄ¡¡
¡¡

¡¡
¡¡ p+

ÃÃA
AA

AA
AA

A

Y

i

²²

X̃
π

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ π+

ÃÃB
BB

BB
BB

B Y +

i+

²²
X

fl
//_______ X+

Áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå fl : X −→ X+ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ òèïà ôëèï-ôëîï è åñòü ôëèï ïðè l < k è ôëîï ïðè l = k .

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïó÷êà ω eX
íà äèâèçîð Ỹ . Ïðè ðàçäóòèè ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïîëó÷àåì

ω eX
∼= π∗ωX ⊗O eX(lỸ ).

Èç ôîðìóëû ïðèñîåäèíåíèÿ íàõîäèì, ÷òî

ωX

∣∣
Y
∼= ωY ⊗ Λl+1N∗

X/Y
∼= OY (l − k).

Êîìáèíèðóÿ ýòè ôàêòû âìåñòå ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì:

(21) ω eX
∣∣eY ∼= (π∗ωX ⊗O eX(lỸ ))

∣∣eY ∼= p∗(ωX

∣∣
Y

)⊗O eX(lỸ )
∣∣eY ∼= O(−k;−l).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ïàðàãðàôà ñâÿçûâàåò ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ X è X+ .

Òåîðåìà 2.2.9. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X̃ . Â îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûõ
âûøå, ôóíêòîð

Rπ∗(Lπ+∗(·)⊗ L) : Db(X+) −→ Db(X)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå L íà Ỹ . Òàê êàê Ỹ = Pk × Pl ,
òî L∣∣eY ∼= O(a; b) äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë a è b .

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû A,B ⊂ Db(X+) ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå
(22)

Hom(A , B) ∼→ Hom(Lπ+∗A , Lπ+∗B) → Hom(Rπ∗(Lπ+∗A⊗ L) , Rπ∗(Lπ+∗B ⊗ L))

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Èç ñîïðÿæåííîñòè ôóíêòîðîâ èìååì èçîìîðôèçì

Hom(Rπ∗(Lπ+∗A⊗ L), Rπ∗(Lπ+∗B ⊗ L)) ∼= Hom(Lπ∗Rπ∗(Lπ+∗A⊗ L),Lπ+∗B ⊗ L).

Ðàññìîòðèì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê:

(23) Lπ∗Rπ∗(Lπ+∗A⊗ L) −→ Lπ+∗A⊗ L −→ Ā.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü , ÷òî ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå (22) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

(24) Hom(Ā , Lπ+∗B ⊗ L) = 0.

Òàê êàê êîìïîçèöèÿ Rπ∗Lπ∗ èçîìîðôíà òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó ïî ïðåäëîæåíèþ
2.2.6, òî , ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð Rπ∗ ê âûäåëåííîìó òðåóãîëüíèêó (23), ïîëó÷àåì, ÷òî
Rπ∗Ā = 0 . È, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îáúåêà C ∈ Db(X+) Hom(Lπ∗C , Ā) = 0 .
Çíà÷èò îáúåêò Ā ïðèíàäëåæèò ïîäêàòåãîðèè D(X)⊥ .

Èç òåîðåìû 2.2.8 ñëåäóåò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå:

D(X)⊥ =
〈
D(Y )−l, ..., D(Y )−1

〉

Òàê êàê Y � ýòî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, òî èç ïðèìåðà 2.2.5 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ
ïîäêàòåãîðèÿ D(Y )−i îáëàäàåò ïîëíûì èñêëþ÷èòåëüíûì íàáîðîì. Ñîåäèíÿÿ èõ âìå-
ñòå, ïîëó÷àåì ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð â D(X)⊥ . Äëÿ íàñ áóäåò óäîáåí òàêîé
íàáîð:

D(X)⊥ =
〈

Rj∗O(a− k;−l), .... .... Rj∗O(a;−l),

Rj∗O(a− k + 1;−l + 1), .... .... Rj∗O(a + 1;−l + 1),
................ .... .... ..............

Rj∗O(a− k + l − 1;−1), .... .... Rj∗O(a + l − 1;−1)
〉
.

Ìîæíî òåïåðü ïåðåãðóïïèðîâàòü ýòó èñêëþ÷èòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî äëÿ êàòåãîðèè D(X)⊥ ïîëó÷àåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå âèäà

D(X)⊥ = 〈B,A〉 ,
ãäå A è B � ïîäêàòåãîðèè, ïîðîæäåííûå Rj∗O(i; s) c i ≥ a è i < a ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè 1 ≤ i ≤ k è 1 ≤ s ≤ l îáúåêòû Rj∗O(a − i;−s) ïðèíàäëåæàò îäíîâðåìåííî
ïîäêàòåãîðèÿì D(X)⊥ è D(X+)⊥ ⊗ L . Â ÷àñòíîñòè, B ⊂ D(X)⊥ ∩ (D(X+)⊥ ⊗ L) .
Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð Hom ê âûäåëåííîìó òðåóãîëüíèêó (23), ïîëó÷àåì, ÷òî:

Hom(Ā , Rj∗O(a− i;−s)) = 0, ïðè 1 ≤ i ≤ k è 1 ≤ s ≤ l.

Òàê êàê Ā ∈ D(X)⊥ è îðòîãîíàëåí ïîäêàòåãîðèè B , ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî Ā ∈ A . Òå-
ïåðü çàìåòèì, ÷òî, åñëè îáúåêò Rj∗O(a + i; s) ïðèíàäëåæèò ïîäêàòåãîðèè A , òî i

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ i < l . Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (21) äëÿ êàíîíè÷åñêîãî
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êëàññà ω eX
∣∣∣eY

∼= O(−k;−l) è òî, ÷òî l ≤ k , ïîëó÷àåì, ÷òî A ⊗ ω eX ⊂ D(X+)⊥ ⊗ L .
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îáúåêòà B ∈ Db(X+)

Hom(Lπ+∗B ⊗ L , Ā⊗ ω eX) = 0.

Ïðèìåíÿÿ äâîéñòâåííîñòü Ñåððà (6), íåìåäëåííî ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî
Hom(Ā , Lπ+∗B ⊗ L) = 0. 2

Òåîðåìà 2.2.10. Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, åñëè l = k (è, çíà÷èò, fl åñòü ôëîï) ôóíê-
òîð Rπ∗(Lπ+∗(·)⊗ L) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå äàííûé ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.
Ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê íåìó èìååò âèä Rπ+∗ (Lπ∗(·)⊗L′) , ãäå L′ = L−1⊗ω eX⊗π+∗ω−1

X+ .
È çíà÷èò ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. ×òî äîêàçûâàåò,
÷òî îáà ôóíêòîðà ýêâèâàëåíòíîñòè. 2

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî äàííûõ óòâåðæäåíèé ïðîõîäèò òàêæå è â ñëó÷àå, êî-
ãäà ôëîï äåëàåòñÿ ñðàçó â íåêîòîðîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
ãîîáðàçèé Y1, ..., Ys , êàæäîå èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåì. Ýòî ïðîñòîå
çàìå÷àíèå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â ñâÿçè ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì îá àëãåáðàè÷íî-
ñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãîîáðàçèÿ X+ . Äåëî â òîì, ÷òî â ïðèìåðàõ ÷àñòî âîçíèêàþò
ñèòóàöèè, êîãäà òàêèå áèðàöèîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñäåëàííûå â îäíîì èç ïîäìíî-
ãîîáðàçèé Yi ïðèâîäÿò ê íå àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì, â òî âðåìÿ êàê ôëèï (èëè
ôëîï), ñäåëàííûé îäíîâðåìåííî âî âñåì íàáîðå äàåò ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå óæå àëãåá-
ðàè÷åñêîå.

Âòîðîå çàìå÷àíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî, êîíå÷íî, ôëîïèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ X è X+

èç òåîðåìû 2.2.10 â îáùåì ñëó÷àå íå èçîìîðôíû, è ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â áèðàöèîíàëü-
íîé ãåîìåòðèè, íàïðèìåð â êîíñòðóêöèè ïðè îïèñàíèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôà-
íî, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äâîéíàÿ ïðîåêöèÿ èç ïðÿìîé (ñì. [19], �8). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
èìååòñÿ òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Ôàíî V èíäåêñà 1 ñ PicV = Z , âëîæåííîå àíòèêà-
íîíè÷åñêîé ñèñòåìîé â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ðàçäóòèå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ
â ïðÿìîé, äàåò ìíîãîîáðàçèå X , àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ êîòîðîãî "ïî÷òè"îáèëåí �
îòîáðàæåíèå àíòèêàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé ñòÿãèâàåò íåêîòîðûé íàáîð êðèâûõ íà ýòîì
ìíîãîîáðàçèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ïðîîáðàçàìè ïðÿìûõ íà V , ïåðåñåêàþ-
ùèõ ðàçäóâàåìóþ ïðÿìóþ. Âî ìíîãèõ ïðèìåðàõ ýòè êðèâûå, èìåþò íîðìàëüíûé ïó÷îê
O(−1) ⊕ O(−1) , è ñëåäîâàòåëüíî ìû îêàçûâàåìñÿ â ñèòóàöèè íàøåé òåîðåìû. Äåëàÿ
îäíîâðåìåííûé ôëîï â ýòèõ êðèâûõ ïîëó÷àåì ìíîãîîáðàçèå X+ , êîòîðîå íåèçîìîðôíî
X , íî ïî òåîðåìå 2.2.10 èìååò òàêóþ æå ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Â
÷àñòíîñòè, ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå îáèëüíîñòè íà àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ
â òåîðåìå 2.1.3 î âîññòàíîâëåíèè íå ìîæåò áûòü îñëàáëåíî. Àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû ñó-
ùåñòâóþò è äëÿ ìíîãîîáðàçèé îáùåãî òèïà è âîçíèêàþò â ïðîãðàììå ìèíèìàëüíûõ
ìîäåëåé.

Äàííûå ðåçóëüòàòû èìåþò åùå îäíî òàêæå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå Y â ãëàäêîì ïîëíîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E ðàíãà k + 1 íàä ãëàäêèì ìíîãî-
îáðàçèåì Z , ò.å. Y ∼= P(E) −→ Z . Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå NX/Y
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ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñëîé îòîáðàæåíèÿ Y −→ Z èçîìîðôåí OPk(−1)⊕(l+1) . Áóäåì
îïÿòü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî l ≤ k .

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç X̃ ðàçäóòèå X ñ öåíòðîì âäîëü Y , ñíîâà ïîëó÷àåì äèàãðàììó
âèäà (52), ãäå Y + ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà l + 1 íàä
Z . Â äàííîé ñèòóàöèè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî àíàëîãè òåîðåì 2.2.9 è 2.2.10 òàêæå
âåðíû.

Äðóãèå ïîõîæèå ïðèìåðû âîçíèêàþò â ñëó÷àå, êîãäà X � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå,
à Y � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî Y · KX = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå
íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê Y ìîæåò èìåòü âèä O(−1)⊕O(−1), O⊕O(−2) èëè O(1)⊕
O(−3) . Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà ôëîï
fl : X 99K X+ . È âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
X è X+ ýêâèâàëåíòíû. Ïåðâûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2.2.10.
Âòîðîé âàðèàíò áûë ðàññìîòðåí â ñòàòüå [7]. È íåäàâíî ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé
áûëà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ýòèõ ñëó÷àåâ âìåñòå â ñòàòüå [10].

3. Âïîëíå ñòðîãèå ôóíêòîðû ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè

3.1. Äèàãðàììû Ïîñòíèêîâà è èõ ñâåðòêè. Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ
äèàãðàììû Ïîñòíèêîâà â òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèÿõ è íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ äèàãðàììà Ïîñòíèêîâà èìååò ñâåðòêó è ýòà ñâåðòêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà.

Ïóñòü X
q
= {Xc dc−→ Xc+1 dc+1−→ · · · −→ X0}, ãäå c < 0 � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ

îáúåêòîâ â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D . Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå êîìïîçèöèè di+1 ◦ di

ðàâíû 0 .
Ëåâàÿ ñèñòåìà Ïîñòíèêîâà, ñâÿçàííàÿ ñ X

q , åñòü ïî îïðåäåëåíèþ äèàãðàììà ñëåäó-
þùåãî âèäà:

A
A
A
A
A
AU ¢

¢
¢
¢
¢
¢̧ A

A
A
A
A
AU ¢

¢
¢
¢
¢
¢̧ A

A
A
A
A
AU ¢

¢
¢
¢
¢
¢̧ A

A
A
A
A
AU

- -

¾ ¾ ¾ ¾ ¾

Xc Xc+1 Xc+2

Y c = Xc Y c+1 Y c+2

X0

Y 0Y −1· · ·

ic=id

jc

ic+1

jc+1

ic+2

j−1

i0

dc dc+1

ª

?

ª

? ?

[1] [1] [1]

â êîòîðîé âñå òðåóãîëüíèêè, îòìå÷åííûå ? ÿâëÿþòñÿ âûäåëåííûìè, à âñå òðåóãîëü-
íèêè, îòìå÷åííûå ñ ïîìîùüþ ª êîììóòàòèâíû (ò.å. jk ◦ ik = dk ). Îáúåêò E ∈ ObD
íàçûâàåòñÿ ëåâîé ñâåðòêîé êîìïëåêñà X

q , åñëè ñóùåñòâóåò ëåâàÿ ñèñòåìà Ïîñòíèêîâà,
ñâÿçàííàÿ ñ X

q òàêàÿ, ÷òî E = Y 0 . Êëàññ âñåõ ñâåðòîê êîìïëåêñà X
q îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Tot(X q
) . Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû Ïîñòíèêîâà è èõ ñâåðòêè ñòàáèëüíû îòíîñèòåëüíî

òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè.
Îòìåòèì, ÷òî êëàññ Tot(X q

) ìîæåò ñîäåðæàòü ìíîãî íåèçîìîðôíûõ îáúåêòîâ è ìî-
æåò òàêæå áûòü ïóñòûì. Â äàëüíåéøåì áóäåò îïèñàíî óñëîâèå äîñòàòî÷íîå äëÿ òîãî,
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÷òîáû êëàññ Tot(X q
) ñîñòîÿë èç îäíîãî îáúåêòà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ñëåäó-

þùàÿ ëåììà äîêàçàíà â [4].

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü g � ìîðôèçì ìåæäó îáúåêòàìè Y è Y ′ , êîòîðûå, â ñâîþ
î÷åðåäü, âêëþ÷åíû â âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè:

X
u //

f

²²

Y
v //

g

²²

Z
w //

h

²²

X[1]

f [1]
²²

X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′
w′ // X ′[1].

Åñëè v′gu = 0 , òî ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû f : X → X ′ è h : Z → Z ′ òàêèå, ÷òî
òðîéêà (f, g, h) ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì òðåóãîëüíèêîâ.

Åñëè â äîïîëíåíèè Hom(X[1] , Z ′) = 0, òîãäà ìîðôèçìû f è h , äåëàþùèå êîììó-
òàòèâíûìè ïåðâûé è ñîîòâåòñòâåííî âòîðîé êâàäðàò ýòîé äèàãðàììû, îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû ýòèìè óñëîâèÿìè.

Ñåé÷àñ äîêàæåì äâå ëåììû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåé äëÿ äèà-
ãðàìì Ïîñòíèêîâà.

Ëåììà 3.1.2. Ïóñòü X
q

= {Xc dc→ Xc+1 dc+1→ · · · → X0} � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ
îáúåêòîâ â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè D . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(25) Homi(Xa , Xb) = 0 äëÿ i < 0 è a < b.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñâåðòêà ýòîãî êîìïëåêñà è âñå ñâåðòêè èçîìîðôíû äðóã äðóãó (íåêà-
íîíè÷åñêè).

Åñëè êðîìå òîãî

(26) Homi(Xa , Y 0) = 0 äëÿ i < 0 è âñåõ a

äëÿ íåêîòîðîé ñâåðòêè Y 0 (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñâåðòêè), òîãäà âñå ñâåðòêè
ýòîãî êîìïëåêñà êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû äðóã äðóãó.

Ëåììà 3.1.3. Ïóñòü X
q

1 è X
q

2 � îãðàíè÷åííûå êîìïëåêñû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (25), è ïóñòü (fc, ..., f0) � ìîðôèçì ìåæäó ýòèìè êîìïëåêñàìè:

Xc
1

dc
1−−−−→ Xc+1

1 −−−−→ · · · −−−−→ X0
1yfc

yfc+1

yf0

Xc
2

dc
2−−−−→ Xc+1

2 −−−−→ · · · −−−−→ X0
2 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(27) Homi(Xa
1 , Xb

2) = 0 äëÿ i < 0 è äëÿ a < b.

Òîãäà äëÿ êàæäîé ñâåðòêè Y 0
1 êîìïëåêñà X

q
1 è äëÿ êàæäîé ñâåðòêè Y 0

2 êîìïëåêñà
X

q
2 ñóùåñòâóåò ìîðôèçì f : Y 0

1 → Y 0
2 , êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ ìîðôèçìîì f0 .

Åñëè êðîìå òîãî

(28) Homi(Xa
1 , Y 0

2 ) = 0 äëÿ i < 0 è âñåõ a,

òîãäà ýòîò ìîðôèçì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü îáå ëåììû âìåñòå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè ïî
èíäóêöèè, à îñíîâàíèåì èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ ëåììà 3.1.1. Ïóñòü Y c+1 � êîíóñ ìîðôèçìà
dc :

(29) Xc dc−→ Xc+1 α−→ Y c+1 −→ Xc[1].

Ïî óñëîâèþ dc+1 ◦ dc = 0 è Hom(Xc[1] , Xc+2) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ìîðôèçì d̄c+1 : Y c+1 → Xc+2 òàêîé, ÷òî d̄c+1 ◦ α = dc+1 .

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ dc+2 ◦ d̄c+1 : Y c+1 → Xc+3 . Èçâåñòíî, ÷òî dc+2 ◦ d̄c+1 ◦
α = dc+2 ◦ dc+1 = 0 , è êðîìå òîãî èìååòñÿ ðàâåíñòâî Hom(Xc[1] , Xc+3) = 0 . Îòñþäà
íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ dc+2 ◦ d̄c+1 òàêæå ðàâíà 0 .

Ðàññìàòðèâàÿ âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê (29), ïîëó÷àåì, ÷òî

Homi(Y c+1 , Xb) = 0

ïðè i < 0 è b > c + 1 . Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñ Y c+1 −→ Xc+2 −→ · · · −→ X0 òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (25). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îí èìååò ñâåðòêó. Çíà÷èò
êîìïëåêñ X

q òàêæå îáëàäàåò ñâåðòêîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ Tot(X q
) íå ïóñò.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè (27) âñÿêèé ìîðôèçì êîìïëåêñîâ ìîæåò áûòü ïðî-
äîëæåí äî ìîðôèçìà ñèñòåì Ïîñòíèêîâà.

Ðàññìîòðèì êîíóñû Y c+1
1 è Y c+1

2 ìîðôèçìîâ dc
1 è dc

2 . Ñóùåñòâóåò ìîðôèçì gc+1 :
Y c+1

1 → Y c+1
2 , êîòîðûé äîïîëíÿåò ïàðó (fc, fc+1) äî ìîðôèçìà òðåóãîëüíèêîâ:

Xc
1

dc
1−−−−→ Xc+1

1
α−−−−→ Y c+1

1 −−−−→ Xc
1[1]yfc

yfc+1

ygc+1

yfc[1]

Xc
2

dc
2−−−−→ Xc+1

2
β−−−−→ Y c+1

2 −−−−→ Xc
2[1]

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ìîðôèçìû d̄c+1
i :

Y c+1
i → Xc+2

i äëÿ i = 1, 2 . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

Y c+1
1

d̄c+1
1−−−−→ Xc+2

1ygc+1

yfc+2

Y c+1
2

d̄c+1
2−−−−→ Xc+2

2

Äîêàæåì, ÷òî ýòîò êâàäðàò êîììóòàòèâåí. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç h ðàçíîñòü
fc+2 ◦ d̄c+1

1 − d̄c+1
2 ◦ gc+1 . Èìååòñÿ ðàâåíñòâî h ◦ α = fc+2 ◦ dc+1

1 − dc+1
2 ◦ fc+1 = 0 . À ïî

óñëîâèþ ëåììû Hom(Xc
1[1] , Xc+2

2 ) = 0 . Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî h = 0 .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ìîðôèçì êîìïëåêñîâ:

Y c+1
1

d̄c+1
1−−−−→ Xc+2

1 −−−−→ · · · −−−−→ X0
1ygc+1

yfc+2

yf0

Y c+1
2

d̄c+1
2−−−−→ Xc+2

2 −−−−→ · · · −−−−→ X0
2

Ýòè êîìïëåêñû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (25) è (27). Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
ìîðôèçì ìåæäó ýòèìè êîìïëåêñàìè ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîðôèçìà ñèñòåì Ïîñòíèêîâà.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ìîðôèçì ìåæäó ñèñòåìàìè Ïîñòíèêîâà, ñâÿçàííûìè ñ êîì-
ïëåêñàìè X

q
1 è X

q
2 .

Êðîìå òîãî, âèäíî, ÷òî åñëè âñå fi èçîìîðôèçìû, òî è ìîðôèçì ìåæäó ñèñòåìà-
ìè Ïîñòíèêîâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè (25) âñå
îáúåêòû èç Tot(X q

) èçîìîðôíû.
Â çàêëþ÷åíèè ðàññìîòðèì ìîðôèçì ìåæäó âûäåëåííûìè òðåóãîëüíèêàìè, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ äèàãðàìì Ïîñòíèêîâà:

Y −1
1

j1,−1−−−−→ X0
1

i1,0−−−−→ Y 0
1 −−−−→ Y −1

1 [1]yg−1

yf0

yg0

yg−1[1]

Y −1
2

j2,−1−−−−→ X0
2

i2,0−−−−→ Y 0
2 −−−−→ Y −1

2 [1]

Åñëè êîìïëåêñû X
q

i óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (28) (ò.å. Homi(Xa
1 , Y 0

2 ) = 0 ïðè i < 0 è
âñåõ a ), òî ïîëó÷àåì Hom(Y −1

1 [1] , Y 0
2 ) = 0 . È ïî ëåììå 3.1.1 ìîðôèçì g0 îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåí. Ëåììû äîêàçàíû. 2

3.2. Âïîëíå ñòðîãèå ôóíêòîðû ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíò-
íûõ ïó÷êîâ. Ïóñòü X è M � äâà ãëàäêèõ ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèÿ íà íåêîòîðûì ïîëåì
k . Êàê è ðàíüøå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Db(X) è Db(M) îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå
êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X è M ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå êàê áûëî ïîêàçàíî
âûøå èìåþò ñòðóêòóðó òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå M ×X è îáîçíà÷èì ÷åðåç p è π ïðîåêöèè M ×X íà M

è ñîîòâåòñòâåííî íà X :
M

p←− M ×X
π−→ X.

Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà E ∈ Db(M ×X) áûë îïðåäåëåí òî÷íûé ôóíêòîð ΦE èç Db(M)
â Db(X) ïî ôîðìóëå (7):

(30) ΦE( q) := Rπ∗(E
L⊗ p∗( q)).

Ôóíêòîð ΦE èìååò ëåâûé è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû Φ∗E è Φ!
E ñîîòâåòñòâåííî,

êîòîðûå çàäàâàëèñü ôîðìóëàìè (8):

Φ∗E( q) = Rp∗(E∨
L⊗ π∗(ωX [dimX]⊗ ( q))),

Φ!
E( q) = ωM [dimM ]⊗Rp∗(E∨

L⊗ ( q)),

ãäå ωX è ωM � êàíîíè÷åñêèå ïó÷êè íà X è M , è ïî îïðåäåëåíèþ E∨ :=
R

qHom(E ,OM×X) .
×òîáû èññëåäîâàòü âîïðîñ, êîãäà äâà ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîä-

íûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, è îïèñûâàòü èõ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé, æå-
ëàòåëüíî èìåòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ. Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî
âñå îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáúåêòàìè íà ïðîèçâåäåíèè, ò.å. èìåþò âèä (30). Îäíàêî, äî
ñèõ ïîð íå èçâåñòíî âåðíî äàííîå óòâåðæäåíèå èëè íåò. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ãèïîòåçû èìååò ìåñòî. À èìåííî, åñëè ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
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ñòðîãèì è èìååò ñîïðÿæåííûé, òî îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí îáúåêòîì íà ïðîèçâå-
äåíèè. Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ôàêòà è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà. Áîëåå òî÷íî îñíîâíàÿ
òåîðåìà ýòîé ãëàâû âûãëÿäèò òàê.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü F � òî÷íûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Db(M) â êàòåãîðèþ
Db(X) , ãäå M è X � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ÿâ-
ëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è èìååò ïðàâûé (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûé) ñîïðÿæåííûé
ôóíêòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé, ÷òî ôóíêòîð F èçîìîð-
ôåí ôóíêòîðó ΦE , îïðåäåëåííîìó ïî ïðàâèëó (30), è ýòîò îáúåêò îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåê-
òîì íà ïðîèçâåäåíèè, òàê êàê ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò ñîïðÿæåííóþ, êîòîðàÿ
ñîâïàäàåò ñ êâàçèîáðàòíûì ôóíêòîðîì.

Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü M è X � äâà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî òî÷íûé ôóíêòîð F : Db(M) ∼−→ Db(X) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ
òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé, ÷òî ôóíêòîð F èçîìîðôåí ôóíêòîðó
ΦE .

Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü îïèñûâàòü âñå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðîèç-
âîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ è îòâå÷àòü íà âîïðîñ, êîãäà äâà ðàçíûõ
ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ýòèõ òåîðåì ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå. Ïóñòü
F � òî÷íûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Db(M) â êàòåãîðèþ Db(X) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ∗

è F ! ëåâûé è ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûé ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.
Åñëè ñóùåñòâóåò ëåâûé ñîïðÿæåííûé F ∗ , òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðàâûé ñîïðÿæåííûé F !

è îí îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
F ! = SM ◦ F ∗ ◦ S−1

X ,

ãäå SX è SM � ôóíêòîðû Ñåððà â êàòåãîðèÿõ Db(X) è Db(M) , êîòîðûå ñóùåñòâóþò
è ðàâíû ( q)⊗ ωX [dimX] è ñîîòâåòñòâåííî ( q)⊗ ωM [dimM ] (ñì. 6).

Ïóñòü F � òî÷íûé ôóíêòîð èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(A) â ïðîèçâîäíóþ êàòåãî-
ðèþ Db(B) . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêòîð F îãðàíè÷åí, åñëè ñóùåñòâóþò z ∈ Z, n ∈ N
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A ∈ A êîãîìîëîãèè H i(F (A)) ðàâíû 0 ïðè i 6∈ [z, z+n] .

Ëåììà 3.2.3. Ïóñòü M è X � ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ è M ãëàäêîå ìíîãîîáðà-
çèå. Åñëè òî÷íûé ôóíêòîð F : Db(M) −→ Db(X) èìååò ëåâûé ñîïðÿæåííûé, òîãäà
îí îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G : Db(X) −→ Db(M) ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê F .
Çàôèêñèðóåì î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà X . Îíî çàäàåò âëîæåíèå i :
X ↪→ PN . Äëÿ ëþáîãî k < 0 èìååòñÿ ïðàâàÿ ðåçîëüâåíòà ïó÷êà O(k) íà PN â òåðìèíàõ
ïó÷êîâ O(j) , ãäå j = 0, 1, .., N , êîòîðàÿ èìååò âèä

O(k) ∼−→
{

V0 ⊗O −→ V1 ⊗O(1) −→ · · · −→ VN ⊗O(N) −→ 0
}
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ãäå âñå Vj � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ([2]). Îãðàíè÷åíèå ýòîé ðåçîëüâåíòû íà X äàåò
ðåçîëüâåíòó ïó÷êà Lk â òåðìèíàõ ïó÷êîâ Lj , ãäå j = 0, 1, ..., N . Òàê êàê äëÿ âñåõ
j = 0, ..., N íåíóëåâûå êîãîìîëîãèè îáúåêòîâ G(Lj) ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó îòðåç-
êó, òî íàéäåòñÿ öåëîå z′ è íàòóðàëüíîå n′ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ k ≤ 0 êîãîìîëîãèè
H l(G(Lk)) ðàâíû 0 ïðè l 6∈ [z′, z′ + n′] . Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñïåê-
òðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ep,q
1 = Vp ⊗Hq(G(Lp)) ⇒ Hp+q(G(Li)).

Ïóñòü A ∈ Db(M) � íåêîòîðûé îáúåêò. Èç îáèëüíîñòè ðàññëîåíèÿ L ñëåäóåò, ÷òî åñ-
ëè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j èìååì Homj(Li , F (A)) = 0 äëÿ âñåõ i ¿ 0 , òîãäà êîãîìîëî-
ãèÿ Hj(F (A)) ðàâíà 0 . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ôóíêòîð G ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì
ê F . Ñëåäîâàòåëüíî,

Homj(Li , F (A)) ∼= Homj(G(Li) , A).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïó÷îê F íà ìíîãîîáðàçèè M . Òàê êàê êîãîìîëîãèè îáúåê-
òîâ G(Li) äëÿ âñåõ i < 0 ñîñðåäîòî÷åíû íà îòðåçêå [z′, z′ + n′] , òî èìååì ÷òî
Homj(G(Li) , F) = 0 äëÿ âñåõ i < 0 è j 6∈ [−z′ − n′,−z′ + dimM ] (çäåñü áûë èñïîëü-
çîâàí òîò ôàêò, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè coh(M) ðàâíà dimM ).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ j èìååì, ÷òî Hj(F (F)) = 0 äëÿ ëþáîãî ïó÷êà
F . È çíà÷èò ôóíêòîð F îãðàíè÷åí. 2

Çàìå÷àíèå 3.2.4. Çàìåíÿÿ åñëè íåîáõîäèìî ôóíêòîð F ïðè ïîìîùè ñäâèãà â ïðîèç-
âîäíîé êàòåãîðèè, ñ ýòîãî ìîìåíòà è íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî ïó÷êà F íà M êîãîìîëîãèè H i(F (F)) ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè òîëüêî
ïðè i ∈ [−a, 0] , ãäå a � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

3.3. Ïîñòðîåíèå îáúåêòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî âïîëíå ñòðîãèé ôóíêòîð. Â ýòîì
ïàðàãðàôå ïî òî÷íîìó âïîëíå ñòðîãîìó ôóíêòîðó F ñòðîèòñÿ íåêîòîðûé îáúåêò
E ∈ Db(M ×X) , à â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ôóíêòîðû F è ΦE
èçîìîðôíû. Ïîñòðîåíèå îáúåêòà ïðîèñõîäèò â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Â íà÷àëå ðàññìîò-
ðèâàåòñÿ íåêîòîðîå çàìêíóòîå âëîæåíèå j : M ↪→ PN è ñòðîèòñÿ íåêîòîðûé îáú-
åêò E ′ ∈ Db(PN ×X) . Çàòåì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòîò îáúåêò ïðèõîäèò
ñ ïîäìíîãîîáðàçèÿ M × X , òî åñòü ñóùåñòâóåò îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé, ÷òî
E ′ = RJ∗E , ãäå J = (j × id) � çàìêíóòîå âëîæåíèå M ×X â PN ×X . Â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêòîð F èçîìîðôåí ôóíêòîðó ΦE .

Âûáåðåì î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà ìíîãîîáðàçèè M òàêîé, ÷òî
Hi(Lk) = 0 äëÿ âñåõ k > 0 è âñåõ i 6= 0 . ×åðåç j îáîçíà÷èì çàìêíóòîå âëîæåíèå
ìíîãîîáðàçèÿ M â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî PN , çàäàâàåìîå ðàññëîåíèåì L .

Íà ïðîèçâåäåíèè PN × PN ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìàÿ ðåçîëüâåíòà äèàãîíàëè (ñì.
[2]). Ýòî êîìïëåêñ ïó÷êîâ ñëåäóþùåãî âèäà:
(31)
0 → O(−N) £ ΩN (N)

d−N→ O(−N + 1) £ ΩN−1(N − 1) → · · · → O(−1) £ Ω1(1)
d−1→ O £O.

Ýòîò êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà O∆ , ãäå ∆ � äèàãîíàëü íà
ïðîèçâåäåíèè PN × PN .



42

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ′ ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Db(PN ) â êàòåãîðèþ Db(X) , êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé F ◦ Lj∗ . Ðàññìîòðèì äèàãðàììó ïðîåêöèé

PN ×X
π
′

−−−−→ X

q

y
PN

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

d′−i ∈ HomPN×X(O(−i) £ F ′(Ωi(i)) , O(−i + 1) £ F ′(Ωi−1(i− 1)))

îáðàç ìîðôèçìà d−i îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî ñêâîçíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Hom(O(−i) £ Ωi(i) , O(−i + 1) £ Ωi−1(i− 1)) ∼−→

Hom(O £ Ωi(i) , O(1) £ Ωi−1(i− 1)) ∼−→

Hom(Ωi(i) , H0(O(1))⊗ Ωi−1(i− 1)) −→

Hom(F ′(Ωi(i)) , H0(O(1))⊗ F ′(Ωi−1(i− 1))) ∼−→

Hom(O £ F ′(Ωi(i)) , O(1) £ F ′(Ωi−1(i− 1))) ∼−→

Hom(O(−i) £ F ′(Ωi(i)) , O(−i + 1) £ F ′(Ωi−1(i− 1)))

Íå ñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ d′−i+1 ◦ d′−i ðàâíà 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ îáúåêòîâ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè
Db(PN ×X) :

(32) C
q
:= {O(−N) £ F ′(ΩN (N))

d′−N−→ · · · −→ O(−1) £ F ′(Ω1(1))
d′−1−→ O £ F ′(O)}.

Ïðè l < 0 èìååì

Homl(O(−i) £ F ′(Ωi(i)) , O(−k) £ F ′(Ωk(k))) ∼=

Homl(O £ F ′(Ωi(i)) , H0(O(i− k))⊗ F ′(Ωk(k))) ∼=

Homl(j∗(Ωi(i)) , H0(O(i− k))⊗ j∗(Ωk(k))) = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3.1.2 ñóùåñòâóåò ñâåðòêà äëÿ êîìïëåêñà C
q , è âñå ñâåðòêè

èçîìîðôíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′ ñâåðòêó êîìïëåêñà C
q , à ÷åðåç γ0 îáîçíà÷èì ìîð-

ôèçì O£F ′(O)
γ0−→ E ′ . ( Íà ñàìîì äåëå äàëåå áóäåò âèäíî, ÷òî âñå ñâåðòêè êîìïëåêñà

C
q èçîìîðôíû äðóã äðóãó êàíîíè÷åñêè.) Ïóñòü òåïåðü ΦE ′ � ôóíêòîð èç êàòåãîðèè

Db(PN ) â êàòåãîðèþ Db(X) , îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (7).

Ëåììà 3.3.1. Äëÿ âñåõ k ∈ Z ñóùåñòâóþò êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû

fk : F ′(O(k)) ∼−→ ΦE ′(O(k)),



43

è ýòè èçîìîðôèçìû ôóíêòîðèàëüíû, òî åñòü äëÿ ëþáîãî α : O(k) → O(l) äèàãðàììà

F ′(O(k))
F ′(α)−−−−→ F ′(O(l))

fk

y fl

y

ΦE ′(O(k))
ΦE′ (α)−−−−→ ΦE ′(O(l))

ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ≥ 0 .
Ðàññìîòðèì ðåçîëüâåíòó (31) äëÿ äèàãîíàëè ∆ ⊂ PN ×PN . Óìíîæèì åå òåíçîðíî íà

O(k) £ O è âîçüìåì ïðÿìîé îáðàç îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ðåçîëüâåíòó ïó÷êà O(k) íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå
PN

{H0(O(k −N))⊗ ΩN (N)−→· · · −→ H0(O(k − 1))⊗ Ω1(1)−→H0(O(k))⊗O} δk−→ O(k)

Èç óñëîâèÿ òî÷íîñòè ôóíêòîðà F ′ ñëåäóåò, ÷òî îáúåêò F ′(O(k)) ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé
êîìïëåêñà

H0(O(k −N))⊗ F ′(ΩN (N))−→· · · −→ H0(O(k − 1))⊗ F ′(Ω1(1))−→H0(O(k))⊗ F ′(O)

îáúåêòîâ êàòåãîðèè Db(X) . Îáîçíà÷èì ýòîò êîìïëåêñ ÷åðåç D
q
k .

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ îáúåêò E ′ ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé êîìïëåêñà C
q

(32). Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ C
q

k := q∗O(k)⊗C
q íà PN×X . Îáúåêò q∗O(k)⊗E ′ ÿâëÿåòñÿ

åãî ñâåðòêîé. È èìååòñÿ ìîðôèçì γk : O(k) £ F ′(O) −→ q∗O(k) ⊗ E ′ , êàíîíè÷åñêè
ïîëó÷àþùèéñÿ èç γ0 . Êîìïëåêñ π′∗(C

q
k) , êîòîðûé åñòü ïðÿìîé îáðàç êîìïëåêñà (C

q
k)

ïðè ïðîåêöèè íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü, êàíîíè÷åñêè èçîìîðôåí êîìïëåêñó D
q
k . Òàêèì

îáðàçîì, âèäèì, ÷òî îáúåêòû F ′(O(k)) è ΦE ′(O(k)) := Rπ′∗(q∗O(k)⊗E ′) îáà ÿâëÿþòñÿ
ñâåðòêàìè îäíîãî è òîãî æå êîìïëåêñà D

q
k .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ñòðîãèì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ G è H íà PN ïðè i < 0 èìååì ðàâåíñòâî

Homi(F ′(G) , F ′(H)) = Homi(j∗(G) , j∗(H)) = 0.

Ýòî, â ÷àñòíîñòè, âëå÷åò, ÷òî êîìïëåêñ D
q
k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (25) è (26) ëåììû

3.1.2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ýòîé ëåììå ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé èçîìîðôèçì
fk : F ′(O(k)) ∼−→ ΦE ′(O(k)) , äåëàþùèé êîììóòàòèâíîé ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

H0(O(k))⊗ F ′(O)
F ′(δk)−−−−→ F ′(O(k))

id

y
yfk

H0(O(k))⊗ F ′(O)
Rπ′∗(γk)−−−−−→ ΦE ′(O(k)).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ýòè èçîìîðôèçìû ôóíêòîðèàëüíû. Äëÿ ëþáîãî α : O(k) → O(l)
èìåþòñÿ êîììóòàòèâíûå êâàäðàòû:

H0(O(k))⊗ F ′(O)
F ′(δk)−−−−→ F ′(O(k))

H0(α)⊗id

y
yF ′(α)

H0(O(l))⊗ F ′(O)
F ′(δl)−−−−→ F ′(O(l))
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è
H0(O(k))⊗ F ′(O)

Rπ′∗(γk)−−−−−→ ΦE ′(O(k))

H0(α)⊗id

y
yΦE′ (α)

H0(O(l))⊗ F ′(O)
Rπ′∗(γl)−−−−−→ ΦE ′(O(l))

Èç ýòèõ òðåõ êîììóòàòèâíûõ êâàäðàòîâ ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

fl ◦ F ′(α) ◦ F ′(δk) = fl ◦ F ′(δl) ◦ (H0(α)⊗ id) = Rπ′∗(γl) ◦ (H0(α)⊗ id)
ΦE ′(α) ◦ fk ◦ F ′(δk) = ΦE ′(α) ◦Rπ′∗(γk) = Rπ′∗(γl) ◦ (H0(α)⊗ id).

Êîìïëåêñû D
q
k è D

q
l óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 3.1.3, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì h : F ′(O(k)) → ΦE ′(O(l)) , äëÿ êîòîðîãî

h ◦ F ′(δk) = Rπ′∗(γl) ◦ (H0(α)⊗ id).

Òàêèì îáðàçîì, ìîðôèçì h ñîâïàäàåò îäíîâðåìåííî ñ fl ◦ F ′(α) è ΦE ′(α) ◦ fk , ÷òî
âëå÷åò ðàâåíñòâî äâóõ ïîñëåäíèõ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé k < 0 .
Âîçüìåì ïðàâóþ ðåçîëüâåíòó

O(k) ∼−→ {
V k

0 ⊗O −→ · · · −→ V k
N ⊗O(N)

}

äëÿ ïó÷êà O(k) íà PN . Îïÿòü ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.3, íàõîäèì, ÷òî ìîðôèçì êîìïëåê-
ñîâ

V k
0 ⊗ F ′(O) −−−−→ · · · −−−−→ V k

N ⊗ F ′(O(N))

id⊗f0

yo id⊗fN

yo
V k

0 ⊗ ΦE ′(O) −−−−→ · · · −−−−→ V k
N ⊗ ΦE ′(O(N))

çàäàåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ìîðôèçì fk : F ′(O(k)) −→ ΦE ′(O(k)) . Íåïîñðåäñòâåí-
íàÿ ïðîâåðêà, êîòîðóþ ìû îïóñêàåì, äàåò íàì ôóíêòîðèàëüíîñòü ýòèõ ìîðôèçìîâ. 2

Çàìå÷àíèå 3.3.2. Çàìåòèì, ÷òî îáúåêò E ′ ∈ Db(PN ×X) , ïîñòðîåííûé ïî ôóíêòî-
ðó F , îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî îáúåêòà â êàòåãîðèè E ∈ Db(M ×X) , ÷òî
RJ∗E ∼= E ′ , ãäå, êàê è âûøå, J � âëîæåíèå M ×X â PN ×X .

Ïóñòü L � î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà M è j : M ↪→ PN � âëîæå-
íèå â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, çàäàâàåìîå ýòèì ðàññëîåíèåì L . Îáîçíà÷èì ÷åðåç A

ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó
∞⊕
i=0

H0(M,Li) .
Ïîëîæèì B0 = k è B1 = A1 . Äëÿ m ≥ 2 îïðåäåëèì Bm ïî ïðàâèëó

(33) Bm = Ker (Bm−1 ⊗A1
um−1−→ Bm−2 ⊗A2)

ãäå um−1 � åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ïî èíäóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Íàçîâåì àëãåáðó A n-Êîøóëåâîé, åñëè ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðàâûõ A-ìîäóëåé

Bn ⊗k A −→ Bn−1 ⊗k A −→ · · · −→ B1 ⊗k A −→ A −→ k −→ 0

òî÷íà. Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ Êîøóëåâîé, åñëè îíà n-Êîøóëåâà äëÿ ëþáîãî n .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ n-Êîøóëåâîé. Ïîëîæèì R0 = OM , à äëÿ
m ≥ 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rm ÿäðî êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà

Bm ⊗OM −→ Bm−1 ⊗ L,

îïðåäåëåííîãî åñòåñòâåííûì âëîæåíèåì Bm −→ Bm−1 ⊗A1 Èñïîëüçóÿ (33), ïîëó÷àåì
êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì Rm −→ A1 ⊗ Rm−1 (íà ñàìîì äåëå ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
Hom(Rm , Rm−1) ∼= A∗1 ).

Áîëåå òîãî, ïðè m ≤ n n-Êîøóëåâîñòü àëãåáðû A âëå÷åò òî÷íîñòü ñëåäóþùåãî
êîìïëåêñà ïó÷êîâ:

(34) 0 −→ Rm −→ Bm ⊗OM −→ Bm−1 ⊗ L −→ · · · −→ B1 ⊗ Lm−1 −→ Lm −→ 0.

Íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå PN ñóùåñòâóåò òî÷íûé êîìïëåêñ âèäà

(35) 0 −→ Ωm(m) −→ ΛmA1 ⊗O −→ Λm−1A1 ⊗O(1) −→ · · · −→ O(m) −→ 0.

Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå fm : j∗Ωm(m) −→ Rm . Äåéñòâèòåëüíî, òàê
êàê àëãåáðà A êîììóòàòèâíà, òî èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå âëîæåíèÿ ΛiA1 ⊂ Bi . Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò ìîðôèçì èç êîìïëåêñà (35), îãðàíè÷åííîãî íà M , â êîìïëåêñ (34) è çíà÷èò
êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå fm : j∗Ωm(m) −→ Rm .

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå l , ÷òî àëãåáðà Âåðîíåçå Al =
∞⊕
i=0

H0(M,Lil) ÿâëÿåòñÿ n-Êîøóëåâîé ( Áîëåå òîãî â ñòàòüå [1] äîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì

äåëå Al ÿâëÿåòñÿ Êîøóëåâîé äëÿ l À 0 ).
Â äàëüíåéøåì îäíàêî êðîìå n-Êîøóëåâîñòè àëãåáðû Âåðîíåçå íàì áóäóò íóæíû

íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà. À èìåííî, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ñòàòüè [18] è çàìå-
íÿÿ ïó÷îê L íà äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ñòåïåíü Lj , ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëî-
æåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.4. Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî n ìîæíî íàéòè î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå L òàêîå, ÷òî

1) àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ n-Êîøóëåâîé, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Bn ⊗k A −→ Bn−1 ⊗k A −→ · · · −→ B1 ⊗k A −→ A −→ k −→ 0

òî÷íà;
2) êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà M

Ak−n ⊗Rn −→ Ak−n+1 ⊗Rn−1 −→ · · · −→ Ak−1 ⊗R1 −→ Ak ⊗R0 −→ Lk −→ 0

òî÷åí äëÿ âñåõ k ≥ 0 (åñëè k − i < 0 , òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Ak−i = 0 );
3) êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà M ×M

L−n £ Rn −→ · · · −→ L−1 £ R1 −→ OM £ R0 −→ O∆

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òî åñòü äàåò n-ðåçîëüâåíòó äèàãîíàëè íà M ×M .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ äàåòñÿ â ïàðàãðàôå 3.5 3.5.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk ÿäðî êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà Ak−n ⊗Rn −→ Ak−n+1 ⊗Rn−1 .
Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 2) ïðåäëîæåíèÿ 3.3.4 è òî, ÷òî Extn+1(Lk , Tk) = 0 äëÿ n À 0 ,
íàõîäèì, ÷òî ëþáàÿ ñâåðòêà êîìïëåêñà

Ak−n ⊗Rn −→ Ak−n+1 ⊗Rn−1 −→ · · · −→ Ak ⊗R0,

êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíà Tk[n]⊕ Lk .
Êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû Rk −→ A1⊗Rk−1 èíäóöèðóþò ìîðôèçìû L−k£F (Rk) −→

L−k+1 £ F (Rk−1) . Ýòî ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ èçîìîðôèçìîâ:

Hom(L−k £ F (Rk) , L−k+1 £ F (Rk−1)) ∼= Hom(F (Rk) , H0(L)⊗ F (Rk−1)) ∼=
∼= Hom(Rk , A1 ⊗Rk−1).

Áîëåå òîãî, èìååòñÿ ñëåäóþùèé êîìïëåêñ îáúåêòîâ â êàòåãîðèè Db(M ×X)

(36) L−n £ F (Rn) −→ · · · −→ L−1 £ F (R1) −→ OM £ F (R0).

Ïî ëåììå 3.1.2 êîìïëåêñ (36) îáëàäàåò ñâåðòêîé è âñå ñâåðòêè èçîìîðôíû. Îáîçíà÷èì
ýòó ñâåðòêó ÷åðåç G ∈ Db(M ×X) .

Äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 , îáúåêò Rπ∗(G⊗ p∗(Lk)) ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé êîìïëåêñà

(37) Ak−n ⊗ F (Rn) −→ Ak−n+1 ⊗ F (Rn−1) −→ · · · −→ Ak ⊗ F (R0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáúåêò F (Tk[n] ⊕ Lk) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ýòîãî êîìïëåêñà,
êîòîðûé î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 3.1.2. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ èçî-
ìîðôèçì Rπ∗(G⊗ p∗(Lk)) ∼= F (Tk[n]⊕ Lk) .

Èç ëåììû 3.2.3 è çàìå÷àíèÿ 3.2.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ k > 0 íåòðèâèàëüíûå ïó÷-
êè êîãîìîëîãèé H i(Rπ∗(G ⊗ p∗(Lk))) = H i(F (Tk)[n]) ⊕ H i(F (Lk)) ñêîíöåíòðèðîâà-
íû íà îáúåäèíåíèè [−n − a,−n] ∪ [−a, 0] (÷èñëî a îïðåäåëíî â 3.2.4). Òàê êàê ïó÷îê
L îáèëåí, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ïó÷êè êîãîìîëîãèé H i(G) òàêæå ñêîíöåíòðèðîâàíû íà
[−n−a,−n]∪ [−a, 0] . Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n > dimM +dimX +a . Â ýòîì ñëó÷àå,
òàê êàê êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèè M×X èìååò ãîìîëîãè÷åñêóþ
ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ dimM + dimX , ïîëó÷àåì, ÷òî G ∼= C ⊕ E , ãäå E , C � òàêèå îáú-
åêòû êàòåãîðèè Db(M ×X) , äëÿ êîòîðûõ H i(E) = 0 ïðè i 6∈ [−a, 0] è H i(C) = 0 ïðè
i 6∈ [−n−a,−n] . Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî Rπ∗(E⊗p∗(Lk)) ∼= F (Lk) . Çàìåòèì,
÷òî òàê êàê îáúåêò G îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî êàê ñâåðòêà êîìïëåêñà (36), òî è îáúåêò
E òàê æå îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì RJ∗E ∼= E ′ . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå êîìïëåêñîâ íàä Db(PN ×X)

O(−n) £ F ′(Ωn(n)) −−−−→ · · · −−−−→ O £ F ′(O)ycan�F (fn)

ycan�F (f0)

Rj∗L−n £ F (Rn) −−−−→ · · · −−−−→ Rj∗OM £ F (R0).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.3, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ìîðôèçìà ìåæäó ñâåðòêàìè φ : K −→
RJ∗G .

Åñëè N > n , òîãäà îáúåêò K íåèçîìîðôåí E ′ , íî ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé òðåóãîëü-
íèê

S −→ K −→ E ′ −→ S[1].
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Òàêèì æå îáðàçîì êàê è âûøå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïó÷êè êîãîìîëîãèé H i(S) 6= 0 òîëüêî
åñëè i ∈ [−n − a,−n] . Ýòî âëå÷åò, ÷òî Hom(S , RJ∗E) = 0 è Hom(S[1] , RJ∗E) =
0 , òàê êàê êîãîìîëîãèè RJ∗E ñêîíöåíòðèðîâàíà íà îòðåçêå [−a, 0] . Îòñþäà ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ìîðôèçìà ψ : E ′ −→ RJ∗E , äåëàþùåãî êîììóòàòèâíîé
äèàãðàììó

K
φ−−−−→ RJ∗Gy

y
E ′ ψ−−−−→ RJ∗E .

Íàì èçâåñòíî, ÷òî

Rπ′∗(E ′ ⊗ q∗(O(k))) ∼= F (Lk) ∼= Rπ∗(E ⊗ p∗(Lk)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψk ìîðôèçìû Rπ′∗(E ′⊗q∗(O(k))) −→ Rπ∗(E ⊗p∗(Lk)), èíäóöèðîâàí-
íûå ìîðôèçìîì ψ . Ìîðôèçìû ψk ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

SkA1 ⊗ F (O) can−−−−→ F (Lk) ∼−−−−→ Rπ′∗(E ′ ⊗ q∗(O(k)))

can

y
yψk

Ak ⊗ F (O) can−−−−→ F (Lk) ∼−−−−→ Rπ∗(E ⊗ p∗(Lk)).

Èç ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî ψk ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè äëÿ âñåõ k ≥ 0 . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ψ òàêæå åñòü èçîìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.5. Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà
îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé, ÷òî RJ∗E ∼= E ′ , ãäå E ′ � îáúåêò èç Db(PN ×X) ,
ïîñòðîåíûé â 3.3.

3.4. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ñòàðòóÿ ñ
âïîëíå ñòðîãîãî ôóíêòîðà F ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
íà ìíîãîîáðàçèÿõ M è X , áûë ïîñòðîåí îáúåêò E íà ïðîèçâåäåíèè ýòèõ ìíîãîîá-
ðàçèé è, òåì ñàìûì, ïîëó÷åí íîâûé ôóíêòîð ΦE . Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà
ïîêàçàòü, ÷òî ýòè äâà ôóíêòîðà F è ΦE èçîìîðôíû. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî ïîñòðîèòü
åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó äàííûìè ôóíêòîðàìè, êîòîðîå è áóäåò îñóùåñòâ-
ëÿòü èçîìîðôèçì. Ïî ïîñòðîåíèþ, ïðåîáðàçîâàíèå óæå çàäàíî íà îáèëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà M . Íàøà çàäà÷à � ïðîäîëæèòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå
íà âñþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ.

Â íà÷àëå äàäèì äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé ïðî àáåëåâû êàòåãîðèè, êî-
òîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì ïî õîäó äåëà.

Ïóñòü A � k -ëèíåéíàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ ( äàëåå âñåãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ àáåëåâû
êàòåãîðèè, êîòîðûå k -ëèíåéíû).

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Ïóñòü {Pi| i ∈ Z≤0} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ èç àáå-
ëåâîé êàòåãîðèè A . Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáèëüíîé, åñëè äëÿ
êàæäîãî îáúåêòà X ∈ A ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i < N

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì Hom(Pi , X)⊗ Pi −→ X ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì,
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b) Extj(Pi , X) = 0 äëÿ âñåõ j 6= 0 ,
c) Hom(X , Pi) = 0 .

Ïðèìåð 3.4.2. Åñëè L � îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè,
òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Li| i ∈ Z≤0} ÿâëÿåòñÿ îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â
àáåëåâîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Ëåììà 3.4.3. Ïóñòü {Pi} � îáèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè A .
Òîãäà, åñëè äëÿ îáúåêòà X èç êàòåãîðèè Db(A) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Hom
q
(Pi , X) = 0

äëÿ âñåõ i ¿ 0 , òî X ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì îáúåêòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îáèëüíîñòè äëÿ i ¿ 0 ïîëó÷àåì

Hom(Pi , Hk(X)) ∼= Homk(Pi , X) = 0.

Íî ìîðôèçì Hom(Pi , Hk(X))⊗ Pi −→ Hk(X) äîëæåí áûòü ñþðúåêòèâåí ïðè i ¿ 0 .
Ñëåäîâàòåëüíî, Hk(X) = 0 äëÿ âñåõ k . Òî åñòü X � íóëåâîé îáúåêò. 2

Ëåììà 3.4.4. Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ êîíå÷íîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè,
à {Pi} � îáèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè A . Òîãäà, åñëè îáúåêò
X ∈ Db(A) òàêîé, ÷òî Hom

q
(X , Pi) = 0 äëÿ âñåõ i ¿ 0 , òî X ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì

îáúåêòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò X íåòðèâèàëåí. Ñäâèãàÿ ýòîò îáúåêò â
ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êðàéíÿÿ ïðàâàÿ
íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ îáúåêòà X èìååò íîìåð 0 . Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì
X −→ H0(X) . Íàéäåòñÿ íîìåð i1 , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
P⊕k1

i1
−→ H0(X) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y1 åãî ÿäðî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ Hom

q
(X , Pi1) = 0 ,

è çíà÷èò Hom1(X , Y1) 6= 0 . Äàëåå âîçüìåì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå P⊕k2
i2

−→ Y1 ,
êîòîðîå ñóùåñòâóåò äëÿ äîñòàòî÷íî îòðèöàòåëüíîãî íîìåðà i2 . ×åðåç Y2 îáîçíà÷èì
ÿäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ñíîâà, óñëîâèå Hom

q
(X , Pi2) = 0 äàåò íàì Hom2(X , Y2) 6=

0 . Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ êîíå÷íîñòüþ ãîìîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè êàòåãîðèè A . 2

Ëåììà 3.4.5. Ïóñòü A è B � àáåëåâû êàòåãîðèè, è êàòåãîðèÿ A èìååò êîíå÷íóþ
ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü. Ïóñòü {Pi} � îáèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êàòåãî-
ðèè A . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F � òî÷íûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè Db(A) â êàòåãîðèþ
Db(B) , êîòîðûé èìååò ïðàâûé è ëåâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû F ! è F ∗ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Åñëè îòîáðàæåíèÿ

Homk(Pj , Pi)
∼−→ Homk(F (Pj) , F (Pi))

åñòü èçîìîðôèçìû ïðè j < i è äëÿ âñåõ k , òîãäà ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðî-
ãèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì fi : Pi −→ F !F (Pi) è ðàññìîòðèì
âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

Pi
fi−→ F !F (Pi) −→ Ci −→ Pi[1].
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðè j < i èìååì èçîìîðôèçìû:

Homk(Pj , Pi)
∼−→ Homk(F (Pj) , F (Pi)) ∼= Homk(Pj , F !F (Pi)).

Òàêèì îáðàçîì, Hom
q
(Pj , Ci) = 0 ïðè j < i . Èç ëåììû 3.4.3 ñëåäóåò, ÷òî Ci = 0 . È

çíà÷èò fi ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà X ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå gX :

F ∗F (X) −→ X è âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

F ∗F (X)
gX−→ X −→ CX −→ F ∗F (X)[1].

Èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîðôèçìîâ

Homk(X , Pi)
∼−→ Homk(X , F !F (Pi)) ∼= Homk(F ∗F (X) , Pi).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Hom
q
(CX , Pi) = 0 äëÿ âñåõ i . Ïî ëåììå 3.4.4 ïîëó÷àåì, ÷òî

CX = 0 . È çíà÷èò gX � èçîìîðôèçì. ×òî è äîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå ñòðîãèì. 2

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíîå ïðåäëîæåíèå ýòîãî ðàçäåëà, êîòîðîå íåîá-
õîäèìî íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû 3.2.1 ýòîé ãëàâû. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî
äàííîå ïðåäëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {Pi|i ∈ Z≤0} . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç j âëîæåíèå ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè C ñ îáúåêòàìè ObC := {Pi | i ∈ Z}
â êàòåãîðèþ Db(A) . Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ôóíêòîðà F :
Db(A) −→ Db(A) ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì F |C ñ òîæäåñòâåííûì ôóíêòîðîì íà C ,
òîãäà ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî èçîìîðôèçìà íà âñå Db(A) .

Ïðåäëîæåíèå 3.4.6. Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
{Pi| i ∈ Z≤0} . Îáîçíà÷èì ÷åðåç j âëîæåíèå ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè C ñ îáúåêòàìè
Ob C := {Pi | i ∈ Z≤0} â êàòåãîðèþ Db(A) . Ïóñòü F : Db(A) −→ Db(A) � íåêîòîðàÿ
àâòîýêâèâàëåíòíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ f :
j

∼−→ F |C . Òîãäà ýòîò èçîìîðôèçì ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî èçîìîðôèçìà id ∼−→ F

íà âñþ êàòåãîðèþ Db(A) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, òàê êàê F êîììóòèðóåò ñ ïðÿìûìè ñóììàìè, òî ìîæíî
ïðîäîëæèòü ïðåîáðàçîâàíèå f íà âñå ïðÿìûå ñóììû îáúåêòîâ êàòåãîðèè C ïîêîìïî-
íåíòíî.

Îòìåòèì, ÷òî îáúåêò X ∈ Db(A) èçîìîðôåí îáúåêòó èç A òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Homj(Pi , X) = 0 ïðè j 6= 0 è âñåõ i ¿ 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáúåêò F (X) â
ýòîì ñëó÷àå òàêæå èçîìîðôåí îáúåêòó èç A , ïîòîìó ÷òî

Homj(Pi , F (X)) ∼= Homj(F (Pi) , F (X)) ∼= Homj(Pi , X) = 0

ïðè j 6= 0 è âñåõ i ¿ 0 .
Øàã 1. Ïóñòü òåïåðü X � îáúåêò èç êàòåãîðèè A . Çàôèêñèðóåì ñþðúåêòèâíûé ìîð-
ôèçì v : P⊕k

i −→ X . Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì fi : P⊕k
i

∼−→ F (P⊕k
i ) è äâà âûäåëåííûõ
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òðåóãîëüíèêà:
Y

u−−−−→ P⊕k
i

v−−−−→ X −−−−→ Y [1]yfi

F (Y )
F (u)−−−−→ F (P⊕k

i )
F (v)−−−−→ F (X) −−−−→ F (Y )[1]

Äàâàéòå ïðîâåðèì, ÷òî F (v)◦fi◦u = 0 . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì
w : P⊕l

j −→ Y . Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî F (v)◦fi◦u◦w = 0 . Ïóñòü fj : P⊕l
j

∼−→ F (P⊕l
j )

� êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì. Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ fi è fj ,
èìååì ðàâåíñòâà

F (v) ◦ fi ◦ u ◦ w = F (v) ◦ F (u ◦ w) ◦ fj = F (v ◦ u ◦ w) ◦ fj = 0.

Òàê êàê Hom(Y [1] , F (X)) = 0 , òî ïî ëåììå 3.1.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
fX : X−→F (X) , êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ fi .

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîíóñ CX ìîðôèçìà fX . Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçìû

Hom(Pi , X) ∼= Hom(F (Pi) , F (X)) ∼= Hom(Pi , F (X)),

íàõîäèì, ÷òî Homj(Pi , CX) = 0 äëÿ âñåõ j è i ¿ 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3.4.3
CX = 0 è fX ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Øàã 2. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî fX íå çàâèñèò îò âûáîðà íàêðûòèÿ v : P⊕k

i −→ X .
Ðàññìîòðèì äâà òàêèõ ñþðúåêòèâíûõ ìîðôèçìà v1 : P⊕k1

i1
−→ X è v2 : P⊕k2

i2
−→ X .

Âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü äâà òàêèõ ñþðúåêòèâíûõ ìîðôèçìà w1 : P⊕l
j −→ P⊕k1

i1
è

w2 : P⊕l
j −→ P⊕k2

i2
, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

P⊕l
j

w2−−−−→ P⊕k2
i2yw1

yv2

P⊕k1
i1

v1−−−−→ X.

Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé fX , ïîñòðîåííûõ ïî
v1 è v1 ◦ w1 . Äëÿ ýòîãî äàâàéòå ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

P⊕l
j

w1−−−−→ P⊕k1
i1

v1−−−−→ Xyfj

yv2

yfX

F (P⊕l
j )

F (w1)−−−−→ F (P⊕k1
i1

)
F (v1)−−−−→ F (X).

Çäåñü èçîìîðôèçì fX ïîñòðîåí ïî v1 . Îáà êâàäðàòà ýòîé äèàãðàììû êîììóòàòèâíû.
Òàê êàê ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ìîðôèçì èç X â F (X) , êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ fj ,
òî fX , ïîñòðîåííûé ïî v1 , ñîâïàäàåò ñ ìîðôèçìîì, ïîñòðîåííûì ïî v1 ◦ w1 .
Øàã 3. Òåïåðü íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ìîðôèçìû fX çàäàþò åñòåñòâåííîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ôóíêòîðîâ íà êàòåãîðèè A . Òî åñòü íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîð-
ôèçìà X

φ−→ Y èìååòñÿ ðàâåíñòâî:

fY ◦ φ = F (φ) ◦ fX .

Ðàññìîòðèì ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì P⊕l
j

v−→ Y . Ïîäáåðåì òåïåðü èíäåêñ i ¿ 0 è
ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì P⊕k

i
u−→ X òàêèå, ÷òî êîìïîçèöèÿ φ ◦ u ïîäíèìàåòñÿ äî
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ìîðôèçìà ψ : P⊕k
i −→P⊕l

j . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîòîìó ÷òî ïðè i ¿ 0 îòîáðàæåíèå
Hom(P⊕k

i , P⊕l
j ) → Hom(P⊕k

i , Y ) ñþðúåêòèâíî. Ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíûé êâàäðàò:

P⊕k
i

u−−−−→ Xyψ

yφ

P⊕l
j

v−−−−→ Y.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1 è h2 êîìïîçèöèè fY ◦ φ è F (φ) ◦ fX ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì
ðàâåíñòâà:

h1 ◦ u = fY ◦ φ ◦ u = fY ◦ v ◦ ψ = F (v) ◦ fj ◦ ψ = F (v) ◦ F (ψ) ◦ fi

è

h2 ◦ u = F (φ) ◦ fX ◦ u = F (φ) ◦ F (u) ◦ fi = F (φ ◦ u) ◦ fi = F (v ◦ ψ) ◦ fi = F (v) ◦ F (ψ) ◦ fi

Òàêèì îáðàçîì, ìîðôèçìû ht ïðè t = 1, 2 äåëàþò ñëåäóþùóþ äèàãðàììó êîììóòà-
òèâíîé

Z −−−−→ P⊕k
i

u−−−−→ X −−−−→ Z[1]

F (ψ)◦fi

y
yht

F (W ) −−−−→ F (P⊕l
j )

F (v)−−−−→ F (Y ) −−−−→ F (W )[1].

Òàê êàê Hom(Z[1] , F (Y )) = 0 , òî ïî ëåììå 3.1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî h1 = h2 . È çíà÷èò
fY ◦ φ = F (φ) ◦ fX .
Øàã 4. Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå fX[n] : X[n] −→ F (X[n]) ∼= F (X)[n] äëÿ êàæäîãî
X ∈ A ïî ôîðìóëå

fX[n] = fX [n].

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîììóòèðóþò ñ
ëþáûì ìîðôèçìîì u ∈ Extk(X , Y ) . Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêèé ýëåìåíò u ∈ Extk(X , Y )
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê êîìïîçèöèÿ u = u0u1 · · ·uk íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ui ∈
Ext1(Zi , Zi+1) , ãäå Z0 = X,Zk = Y . Çíà÷èò äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîììóòèðîâàíèå ñ
ýëåìåíòàìè u ∈ Ext1(X , Y ) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äèàãðàììó:

Y −−−−→ Z −−−−→ X
u−−−−→ Y [1]

fY

y
yfZ

yfY [1]

F (Y ) −−−−→ F (Z) −−−−→ F (X)
F (u)−−−−→ F (Y )[1].

Ïî îäíîé èç àêñèîì òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè íàéäåòñÿ ìîðôèçì h : X →
F (X) òàêîé, ÷òî (fY , fZ , h) åñòü ìîðôèçì òðåóãîëüíèêîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê
Hom(Y [1] , F (X)) = 0 , òî ïî ëåììå 3.1.1, ìîðôèçì h îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî òåì óñëîâè-
åì, ÷òî êîììóòèðóåò ñ fZ . Íî fX òàêæå êîììóòèðóåò ñ fZ . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì,
÷òî h = fX , è çíà÷èò

fY [1] ◦ u = F (u) ◦ fX .

Øàã5. Çàêëþ÷èòåëüíóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî äëèíå îòðåç-
êà, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ íåòðèâèàëüíûå êîãîìîëîãèè îáúåêòà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ jn : Dn ↪→ Db(A) in Db(A) , ñîñòîÿùóþ èç îáúåêòîâ, èìåþùèõ
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íåòðèâèàëüíûå êîãîìîëîãèè â íåêîòîðîì (íåôèêñèðîâàííîì) îòðåçêå äëèíû n . Òåïåðü
áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå åñòåñòâåííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ f äî åñòåñòâåííîãî ôóíêòîðèàëüíîãî èçîìîðôèçìà fn : jn −→ F |Dn .

Âûøå ýòî óæå áûëî ïîêàçàíî äëÿ n = 1 , òî åñòü äëÿ îñíîâàíèÿ èíäóêöèè.
Òåïåðü, ÷òîáû ñäåëàòü øàã èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = a, a ≥ 1 óòâåðæäå-

íèå óæå äîêàçàíî. Ïóñòü X � íåêîòîðûé îáúåêò èç Da+1 è ïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè, ÷òî êîãîìîëîãèè Hp(X) ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè ïðè p ∈ [−a, 0] . Âîçüìåì
Pi èç îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äîñòàòî÷íî îòðèöàòåëüíûì íîìåðîì i òàêîé, ÷òî

(38)
a) Homj(Pi , Hp(X)) = 0 äëÿ âñåõ p è äëÿ j 6= 0,

b) ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì u : P⊕k
i −→ H0(X),

c) Hom(H0(X) , Pi) = 0.

Óñëîâèå a) è ñòàíäàðòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàåò íàì èçîìîðôèçì
Hom(Pi , X) ∼→ Hom(Pi , H0(X)) . È çíà÷èò, ìîæíî íàéòè ìîðôèçì v : P⊕k

i −→ X

òàêîé, ÷òî êîìïîçèöèÿ v ñ êàíîíè÷åñêèì ìîðôèçìîì
X −→ H0(X) ñîâïàäàåò ñ u . Ðàññìîòðèì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê:

Y [−1] −→ P⊕k
i

v−→ X −→ Y.

Òàê êàê îáúåêò Y ïðèíàäëåæèò Da , òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èçîìîðôèçì
fY óæå ñóùåñòâóåò è êîììóòèðóåò ñ fi . Èìååì äèàãðàììó:

(39) P⊕k
i

v //

fi

²²

X //

fX

²²

Y //

fY

²²

P⊕k
i [1]

fi[1]
²²

F (P⊕k
i )

F (v)
// F (X) // F (Y ) // F (P⊕k

i )[1].

Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîðôèçìîâ

Hom(X , F (P⊕k
i )) ∼= Hom(X , P⊕k

i ) ∼= Hom(H0(X) , P⊕k
i ) = 0

äàåò íàì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ëåììó 3.1.1 ê g ðàâíîìó fY . Èç êîòîðîé ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì fX : X −→ F (X) , äîïîëíÿþùèé äèàãðàììó äî
ìîðôèçìà òðåóãîëüíèêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî fX íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì,
òàê êàê èçîìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ fi è fY .
Øàã 6. Òåïåðü íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî fX íå çàâèñèò îò âûáîðà i è u . Ïóñòü íàì
äàíû äâà ñþðúåêòèâíûõ ìîðôèçìà u1 : P⊕k1

i1
−→ H0(X) è u2 : P⊕k2

i2
−→ H0(X) , óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì a), b) è c). Òîãäà ìîæåì ïîäîáðàòü äîñòàòî÷íî îòðèöàòåëüíîå j

è ñþðúåêòèâíûå ìîðôèçìû w1, w2 , äåëàþùèå êîììóòàòèâíîé ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

P⊕l
j

w2−−−−→ P⊕k2
i2yw1

yu2

P⊕k1
i1

u1−−−−→ H0(X).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v1 : P⊕k1
i1

−→ X, v2 : P⊕k2
i2

−→ X ìîðôèçìû, ñîîòâåòñòâóþùèå u1

è u2 . Òàê êàê Hom(Pj , X) ∼→ Hom(Pj , H0(X)) , òî ïîëó÷àåì, ÷òî v2w2 = v1w1 .
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Ñóùåñòâóåò ìîðôèçì φ : Yj −→ Yi1 òàêîé, ÷òî òðîéêà (w1, id, φ) ÿâëÿåòñÿ ìîðôèç-
ìîì òðåóãîëüíèêîâ:

P⊕l
j

v1◦w1−−−−→ X
y−−−−→ Yj −−−−→ P⊕l

j [1]

w1

y
yid

yφ

yw1[1]

P⊕k1
i1

v1−−−−→ X
y1−−−−→ Yi1 −−−−→ P⊕k1

i1
[1],

òî åñòü φy = y1 .
Òàê êàê Yj è Yi1 èìåþò íåòðèâèàëüíûå êîãîìîëîãèè òîëüêî â îòðåçêå [−a,−1] , òî

ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì êîììóòàòèâíûé êâàäðàò:

Yj
φ−−−−→ Yi1

fYj

y
yfYi1

F (Yj)
F (φ)−−−−→ F (Yi1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f j
X , f i1

X , f i2
X ìîðôèçìû, ïîñòðîåííûå ïî ïðàâèëó, îïèñàííîìó âûøå,

êîòîðûå äîïîëíÿþò äî êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó (39) ïðè v ñîîòâåòñòâåííî ðàâíîì
v = v1w1, v = v1, v = v2 . Êàê áûëî óæå äîêàçàíî âûøå, ìîðôèçì f i1

X îäíîçíà÷íî
(ëåììà 3.1.1) îïðåäåëåí óñëîâèåì, ÷òî

F (y1)f i1
X = fYi1

y1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì ðàâåíñòâà:

F (y1)f
j
X = F (φy)f j

X = F (φ)F (y)f j
X = F (φ)FYjy = fYi1

φy = fYi1
y1,

êîòîðûå íåìåäëåííî äàþò f j
X = f i1

X . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì f j
X = f i2

X . Òàêèì îáðàçîì,
ìîðôèçì fX íå çàâèñèò îò âûáîðà i è ìîðôèçìà u : P⊕k

i −→ H0(X) è , çíà÷èò,
îïðåäåëåí àáñîëþòíî îäíîçíà÷íî.
Øàã 7. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ïðîäîëæåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ fa íà êàòåãî-
ðèþ Da+1 . Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòî ïðîäîëæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïðåîáðàçîâàíèåì èç ja+1 â F |Da+1 , òî åñòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà φ : X −→ Y ,
ãäå X, Y èç Da+1 , ïîëó÷àåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

(40)
X

φ−−−−→ Y

fX

y
yfY

F (X)
F (φ)−−−−→ F (Y ).

Äàâàéòå ñâåäåì ýòó ïðîáëåìó ê ñèòóàöèè, êîãäà îáà îáúåêòà X è Y ïðèíàäëåæàò
Da .

Ñóùåñòâóåò äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñòàðøàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîãîìîëîãèÿ îáúåêòà

X (áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åå èíäåêñ ðàâåí 0 ) èìååò èíäåêñ
ñòðîãî áîëüøå ÷åì ó îáúåêòà Y . Âîçüìåì ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì u : P⊕k

i −→ H0(X) ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì a), b), c), è ïîñòðîèì êàê è âûøå ïîäíÿòèå åãî äî ìîðôèçìà
v : P⊕k

i −→ X . Èìååì âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê:

P⊕k
i

v1−→ X
α−→ Z −→ P⊕k

i [1].
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Åñëè âûáðàòü i äîñòàòî÷íî îòðèöàòåëüíûì, òî Hom(P⊕k
i , Y ) = 0 . Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð

Hom(− , Y ) ê ýòîìó òðåóãîëüíèêó, íàõîäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ψ : Z −→ Y

òàêîé, ÷òî φ = ψα . Èçâåñòíî, ÷òî fX , ïîñòðîåííûé ðàíåå, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

F (α)fX = fZα.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
F (ψ)fZ = fY ψ,

òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî

F (φ)fX = F (ψ)F (α)fX = F (ψ)fZα = fY ψα = fY φ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè êîììóòàòèâíîñòè êâàäðàòà (40) ìîæíî çàìåíèòü X

íà Z . À âåðõíÿÿ ãðàíü íåòðèâèàëüíûõ êîãîìîëîãèé äëÿ Z íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì
ó X . Áîëåå òîãî, âèäíî, ÷òî åñëè X ïðèíàäëåæèò êàòåãîðèè Dk , ñ k > 1 , òî Z

ïðèíàäëåæèò Dk−1 , à åñëè X ïðèíàäëåæèò D1 , òî Z òàêæå ïðèíàäëåæèò D1 , íî
íîìåð åãî íåòðèâèàëüíîé êîãîìîëîãèè íà åäèíèöó ìåíüøå.

Ñëó÷àé 2. Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãîé ñëó÷àé: ñòàðøàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîãîìîëîãèÿ
Y (îïÿòü ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî åå íîìåð ðàâåí 0 ) èìååò íîìåð íå ìåíüøå ÷åì ó X .
Âîçüìåì ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì u : P⊕k

i −→ H0(Y ) , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì a),
b), c) è ïîñòðîèì ìîðôèçì v : P⊕k

i −→ Y , êîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ìîðôèçìîì
u . Ðàññìîòðè âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê:

(41) P⊕k
i

v−→ Y
β−→ W −→ P⊕k

i .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ êîìïîçèöèþ β ◦ φ .
Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

F (ψ)fX = fW ψ,

òîãäà, òàê êàê F (β)fY = fW β , áóäåì èìåòü:

(42) F (β)(fY φ− F (φ)fX) = fW βφ− f(βφ)fX = fW ψ − F (ψ)fX = 0.

Ñíîâà âûáåðåì i äîñòàòî÷íî îòðèöàòåëüíûì, òàê ÷òîáû âûïîëíÿëîñü çàíóëåíèå
Hom(X , P⊕k

i ) = 0 . Òàê êàê îáúåêò F (P⊕k
i ) èçîìîðôåí îáúåêòó P⊕k

i , òî èìååì ðà-
âåíñòâî Hom(X , F (P⊕k

i )) = 0 . Òåïåðü ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð Hom(X , F (−)) ê òðå-
óãîëüíèêó (41), íàõîäèì, ÷òî F (β) çàäàåò âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Hom(X , F (Y )) â
Hom(X , F (W )) . Èç ðàâåíñòâà (42) òåïåðü ñðàçó ñëåäóåò ðàâåíñòâî fY φ = F (φ)fX .

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü êîììóòàòèâíîñòü êâàäðàòà (40) ìîæíî çàìåíèòü Y

íà îáúåêò W , âåðõíÿÿ ãðàíèöà íåòðèâèàëüíûõ êîãîìîëîãèé êîòîðîãî íà åäèíèöó ìåíü-
øå ÷åì ó Y . Åñëè Y ïðèíàäëåæàë Dk, k > 1 , òî W ïðèíàäëåæèò óæå Dk−1 . Åñëè Y

ïðèíàäëåæàë D1 , òî îáúåêò W òàêæå ïðèíàäëåæèò D1 , íî íîìåð åãî íåòðèâèàëüíîé
êîãîìîëîãèè íà åäèíèöó ìåíüøå.

Ïðåäïîëîæèì ñåé÷àñ, ÷òî îáúåêòû X è Y ëåæàò â êàòåãîðèè Da+1, a > 1 . Â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç äâóõ ñëó÷àåâ, 1) èëè 2), ïðèìåíèì, ìîæíî çàìåíèòü ëèáî
X , ëèáî Y íà îáúåêò ëåæàùèé óæå â êàòåãîðèè Da . Ïîâòîðÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî ýòó
ïðîöåäóðó, ìîæíî óìåíüøèòü âåðõíþþ ãðàíèöó êîãîìîëîãèé ýòîãî îáúåêòà òàê, ÷òî
äðóãîé ñëó÷àé áóäåò ïðèìåíèì. Òîãäà ìîæíî áóäåò óìåíüøèòü äëèíó íåòðèâèàëüíûõ
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êîãîìîëîãèé ó âòîðîãî îáúåêòà è ïðèéòè ê ñèòóàöèè, êîãäà îáà îáúåêòà óæå ëåæàò â
êàòåãîðèè Da . Òàêèì îáðàçîì äåëàåòñÿ øàã èíäóêöèè.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè èçîìîðôèçìîâ fX , îíè âñåãäà áûëè
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå èç id â F , êî-
òîðîå áûëî ïîñòðîåíî, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. È ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.1 1) Ñóùåñòâîâàíèå. ïðåäëîæåíèå 3.3.5 è ëåììà
3.3.1 ïîçâîëÿþò ïî ôóíêòîðó F ïîñòðîèòü îáúåêò E ∈ Db(M ×X) òàêîé, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ f̄ : F

∣∣
C
∼−→ ΦE

∣∣
C íà ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè C ⊂ Db(M) ,

ãäå ObC = {Li | i ∈ Z} è L � î÷åíü îáèëüíîå ðàññëîåíèå íà M , äëÿ êîòîðîãî
Hi(M,Lk) = 0 , ïðè k > 0 è i 6= 0 .

Ïî ëåììå 3.4.5 ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. Êðîìå òîãî, òàê êàê èìåþòñÿ
èçîìîðôèçìû:

F !(f̄) : F ! ◦ F
∣∣
C
∼= idC

∼−→ F ! ◦ ΦE
∣∣
C ,

Φ∗E(f̄) : Φ∗E ◦ F
∣∣
C
∼−→ Φ∗E ◦ ΦE

∣∣
C
∼= idC

òî îïÿòü ïî ëåììå 3.4.5 ôóíêòîðû F ! ◦ΦE è Φ∗E ◦F òàêæå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðîãèìè.
À òàê êàê îíè ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó, òî ýòè ôóíêòîðû F ! ◦ΦE è Φ∗E ◦F íà ñàìîì äåëå
ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.

Ðàññìîòðèì ñíîâà èçîìîðôèçì F !(f̄) : F ! ◦ F
∣∣
C
∼= idC

∼−→ F ! ◦ ΦE
∣∣
C íà ïîäêàòåãîðèè

C . Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.4.6 ìîæíî ïðîäîëæèòü åãî äî èçîìîðôèçìà íà âñåì Db(M) , òî
åñòü id ∼−→ F ! ◦ ΦE .

Òàê êàê F ! ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ñïðàâà ê F , òî ïîëó÷àåòñÿ ìîðôèçì ôóíêòîðîâ
f : F −→ ΦE , äëÿ êîòîðîãî f |C = f̄ . Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî f åñòü èçîìîðôèçì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äàâàéòå âîçüìåì êîíóñ CZ êàíîíè÷åñêîãî ìîðôèçìà fZ : F (Z) −→ ΦE(Z) .
Òàê êàê F !(fZ) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ïîëó÷àåì, ÷òî F !(Z) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî îáúåêòà Y èìååì Hom(F (Y ) , CZ) = 0 . Äàëåå, òàê êàê F (Lk) ∼= ΦE(Lk) äëÿ
âñåõ k , ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîðôèçìîâ

Homi(Lk , Φ!
E(CZ)) = Homi(ΦE(Lk) , CZ)) = Homi(F (Lk) , CZ)) = 0

äëÿ âñåõ k è i .
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.4.3, ñðàçó ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Φ!

E(CZ) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,
Hom(ΦE(Z) , CZ) = 0 . Ýòî âëå÷åò, ÷òî òðåóãîëüíèê äëÿ ìîðôèçìà fZ äîëæåí ðàñùåï-
ëÿòüñÿ, òî åñòü F (Z) = CZ [−1]⊕ΦE(Z) . Íî êàê óæå áûëî ïîêàçàíî Hom(F (Y ) , CZ) = 0
äëÿ ëþáîãî Y , è çíà÷èò äëÿ Z[1] òàêæå. À ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî åñëè CZ = 0 , è fZ

� èçîìîðôèçì.
2) Åäèíñòâåííîñòü. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëÿþùåãî îáúåêòà íà ñàìîì äåëå ñëå-

äóåò èç ïîñòðîåíèÿ, òàê êàê âñÿêèé ðàç èìååòñÿ îäíîçíà÷íîñòü ïðè ïîñòðîåíèè îáúåêòà.
Íî äàâàéòå ïðîéäåì ýòî åùå ðàç. Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâóþò äâà îáúåêòà E1 and E2 â
êàòåãîðèè Db(M×X) , äëÿ êîòîðûõ ΦE1 ∼= F ∼= ΦE2 . Ðàññìîòðèì ôóíêòîð F ′ = Lj∗◦F ,
ãäå êàê è âûøå j : M −→ PN � âëîæåíèå ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî î÷åíü îáèëüíîãî ëè-
íåéíîãî ðàññëîåíèÿ. Îáúåêòû RJ∗Ei, i = 1, 2 îáà äîëæíû áûòü ñâåðòêàìè êîìïëåêñà
(32)

C
q
:= {O(−N) £ F ′(ΩN (N))

d′−N−→ · · · −→ O(−1) £ F ′(Ω1(1))
d′−1−→ O £ F ′(O)}.
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Íî êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå âñå ñâåðòêè ýòîãî êîìïëåêñà èçîìîðôíû ïî ëåììå 3.1.2.
Òàêèì îáðàçîì, RJ∗E1

∼= RJ∗E2 . Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ïðåäëîæåíèå 3.3.5, ïîëó÷àåì, ÷òî è
ñàìè E1 è E2 òàêæå èçîìîðôíû. 2

3.5. Ïðèëîæåíèå: n-êîøóëåâîñòü îäíîðîäíîé êîîðäèíàòíîé àëãåáðû. Ôàêòû
ñîáðàííûå â ýòîì ïðèëîæåíèè íå ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëüíûìè. Â òîé èëè èíîé ôîðìå
îíè èçâåñòíû. Îäíàêî, íå èìåÿ õîðîøåé ññûëêè, ìû âûíóæäåíû ïðèâåñòè ñîáñòâåííîå
äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â îñíîâíîì òåêñòå è â òîé ôîðìå,
êîòîðàÿ íàì íåîáõîäèìà. Çäåñü â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà èç ñòàòüè [18].

Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è L � î÷åíü îáèëüíîå ëèíåéíîå ðàñ-
ñëîåíèå íà X , óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ Hi(X,Lk) = 0 äëÿ âñåõ
k > 0 è i 6= 0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç A êîîðäèíàòíóþ àëãåáðó ìíîãîîáðàçèÿ X îòíîñè-
òåëüíî ðàññëîåíèÿ L , òî åñòü A =

∞⊕
k=0

H0(X,Lk) .
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Xn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N . Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç π
(n)
i ïðîåêöèþ Xn íà i-óþ êîìïîíåíòó, à ÷åðåç π

(n)
ij � ïðîåêöèþ Xn íà ïðî-

èçâåäåíèå i-îé è j-îé êîìïîíåíò. Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèÿ ∆(n)
(i1,...,ik)(ik+1,...,im) ⊂ Xn

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆(n)
(i1,...,ik)(ik+1,...,im) :=

{
(x1, ..., xn) | xi1 = · · · = xik ; xik+1

= · · · = xm

}
.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü S
(n)
i âìåñòî ∆(n)

(n,...,i) . Î÷åâèäíî, ÷òî S
(n)
i

∼= Xi .
Òåïåðü, ïîëîæèì

T
(n)
i :=

i−1⋃

k=1

∆(n)
(n,...,i)(k,k−1), Σ(n) :=

n⋃

k=1

∆(n)
(k,k−1).

(Ïî îïðåäåëåíèþ T
(n)
1 è T

(n)
2 � ïóñòûå ïîäìíîæåñòâà). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî T

(n)
i ⊂ S

(n)
i .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç JΣ(n) ïó÷îê èäåàëîâ ïîäñõåìû Σ(n) ⊂ Xn à ÷åðåç I(n)
i ïó÷îê íà

Xn , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ O
S

(n)
i

−→ O
T

(n)
i

−→ 0 .

Çàôèêñèðóåì íà âðåìÿ m è k ≤ m . Ïóñòü s � âëîæåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ S
(m)
k

∼=
Xk−1×X â Xk , êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ ìíîãîîáðàçèÿ S

(m)
k ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì

ïî ïåðâûì k−1 êîìïîíåíòàì è äèàãîíàëüíî ïî ïîñëåäíåé k-îé êîìïîíåíòå. Îáîçíà÷èì
÷åðåç p ïðîåêöèþ S

(m)
k íà Xk−1 , êîòîðîå åñòü ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ k − 1 ñîìíîæè-

òåëåé.

Ëåììà 3.5.1. Ïó÷îê I(m)
1 èçîìîðôåí ïó÷êó O

∆
(n)
(n,...,1)

, à ïðè k > 1 ïó÷îê I(m)
k èçî-

ìîðôåí s∗p∗(JΣ(k−1)) . Â ÷àñòíîñòè ïðè k > 1 èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû:

a) Hj(Xm, I(m)
k ⊗ (L£ · · ·£ Li)) =

Hj(Xk−1, JΣ(k−1) ⊗ (L£ · · ·£ L))⊗Am−k+i äëÿ âñåõ i > 0
b) Rjπ

(m)
1∗ (I(m)

k ⊗ (O £ L£ · · ·£ Li))
∼= Rjπ

(k−1)
1∗ (JΣ(k−1) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L))⊗Am−k+i äëÿ âñåõ i > 0

c) Rjπ
(m)
1m∗(I(m)

k ⊗ (O £ L£ · · ·£ Li))
∼= Rjπ

(k−1)
1∗ (JΣ(k−1) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)) £ Lm−k+i äëÿ âñåõ i
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïðî òî, ÷òî ïðè k > 1 ïó÷îê I(m)
k èçîìîðôåí

s∗p∗(JΣ(k−1)) , ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ïó÷êà I(m)
k è ïîäñõåì T

(m)
k è S

(m)
k . Âñå

îñòàëüíîå íåìåäëåííîå ñëåäñòâèå ýòîãî ôàêòà. 2

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî n , íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèé êîìïëåêñ íà Xn

P
q

n : 0 −→ JΣ(n) −→ I(n)
n −→ I(n)

n−1 −→ · · · −→ I(n)
2 −→ I(n)

1 −→ 0

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 2 ýòîò êîìïëåêñ åñòü
êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà X ×X :

P
q

2 : 0 −→ J∆ −→ OX×X −→ O∆ −→ 0

Ëåììà 3.5.2. Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ñ îáèëüíûì ëèíåéíûì
ðàññëîåíèåì M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî
äëÿ ðàññëîåíèÿ L = Mi è âñåõ 1 < m ≤ k âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(43)
a) Hj(Xm, JΣ(m) ⊗ (L£ · · ·£ L)) = 0 äëÿ j 6= 0
b) Rjπ

(m)
1∗ (JΣ(m) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)) = 0 äëÿ j 6= 0

c) Rjπ
(m)
1m∗(JΣ(m) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£O)) = 0 äëÿ j 6= 0





Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî m ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ M£ · · ·£M , O£M£ · · ·£M
è O £ M· · · £ M £ O íà Xm ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáèëüíûì, π

(m)
1 -îáèëüíûì

è π
(m)
1m -îáèëüíûì. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî èç íèõ íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî äëÿ

âñåõ ñòåïåíåé ýòèõ ðàññëîåíèé áîëüøèõ äàííîãî ÷èñëà ñâîéñòâà a), b) è ñ) âûïîëíåíû.
Âîçüìåì ìàêñèìàëüíîå ñðåäè ýòèõ ÷èñåë ïî âñåì m ≤ k . Îáîçíà÷èì ýòîò ìàêñèìó
÷åðåç i . Òîãäà äëÿ L = Mi ñâîéñòâà a), b) è c) òàêæå âûïîëíåíû. 2

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Bn := H0(Xn, JΣ(n) ⊗ (L£ · · ·£ L)), Rn−1 := R0π
(n)
1∗ (JΣ(n) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)).

Ïðåäëîæåíèå 3.5.3. Ïóñòü L � î÷åíü îáèëüíîå ðàññëîåíèå íà ãëàäêîì ïðîåêòèâíîì
ìíîãîîáðàçèè X , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (43) äëÿ âñåõ m òàêèõ, ÷òî 1 <

m ≤ n + dim X + 2 . Òîãäà
1) àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ n-Êîøóëåâîé, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Bn ⊗k A −→ Bn−1 ⊗k A −→ · · · −→ B1 ⊗k A −→ A −→ k −→ 0

òî÷íà;
2) êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà X

Ak−n ⊗Rn −→ Ak−n+1 ⊗Rn−1 −→ · · · −→ Ak−1 ⊗R1 −→ Ak ⊗R0 −→ Lk −→ 0

òî÷åí äëÿ âñåõ k ≥ 0 (åñëè k − i < 0 , òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Ak−i = 0 );
3) êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà X ×X

L−n £ Rn −→ · · · −→ L−1 £ R1 −→ OM £ R0 −→ O∆

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òî åñòü äàåò n-ðåçîëüâåíòó äèàãîíàëè íà X ×X .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Âî-ïåðâûõ, êîìáèíèðóÿ ëåììû 3.5.1 è 3.5.2, äëÿ âñåõ 1 < m ≤ n + dimX + 2

ïîëó÷àåì:

(44)
1) H0(Xm, I(m)

k ⊗ (L£ · · ·£ Li)) =
H0(Xk−1, JΣ(k−1) ⊗ (L£ · · ·£ L))⊗Am−k+i = Bk−1 ⊗Am−k+i

2) Hj(Xm, I(m)
k ⊗ (L£ · · ·£ Li)) = 0 ïðè j 6= 0.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñû P
q

m ⊗ (L £ · · · £ L) ïðè m ≤ n + dimX + 1 . Ïðèìåíÿÿ ê íèì
ôóíêòîð H0 è èñïîëüçóÿ óñëîâèå (44), ïîëó÷àåì òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

0 −→ Bm −→ Bm−1 ⊗k A1 −→ · · · −→ B1 ⊗k Am−1 −→ Am −→ 0

äëÿ âñåõ m ≤ n + dim X + 1 .
Òåïåðü ïîëîæèì m = n + dimX + 1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç 0 W

q
m êîìïëåêñ

I(m)
m −→ I(m)

m−1 −→ · · · −→ I(m)
2 −→ I(m)

1 −→ 0,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ðåçîëüâåíòîé ïó÷êà JΣ(m) . Âîçüìåì êîìïëåêñ W
q

m⊗(L£ · · ·£
L£ Li) è ïðèìåíèì ê íåìó ôóíêòîð H0 . Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

Bm−1 ⊗k Ai −→ Bm−2 ⊗k Ai+1 −→ · · · −→ B1 ⊗k Am+i−2 −→ Am+i−1 −→ 0

Èç ñâîéñòâà (44) 2) ñëåäóåò, ÷òî êîãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà åñòü Hj(Xm, JΣ(m)⊗ (L£
· · ·£ L£ Li)) . Èç óñëîâèÿ (43) b) ñëåäóåò, ÷òî

Hj(Xm, JΣ(m) ⊗ (L£ · · ·£ L£ Li)) = Hj(X,R0π
(m)
m∗ (JΣ(m) ⊗ (L£ · · ·£ L£O))⊗ Li)

Ñëåäîâàòåëüíî, îíè òðèâèàëüíû ïðè j > dimX è çíà÷èò èìååòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü:

Bn ⊗k Am−n+i−1 −→ Bn−1 ⊗k Am−n+i −→ · · · −→ B1 ⊗k Am+i−2 −→ Am+i−1 −→ 0

ïðè i ≥ 1 . À ïðè i ≤ 1 òî÷íîñòü áûëà äîêàçàíà ðàíåå. Òî åñòü àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ
n-Êîøóëåâîé.

2) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1). Èìååì èçîìîðôèçìû:

(45)
1) R0π

(m)
1∗ (I(m)

k ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)) ∼=
R0π

(k−1)
1∗ (JΣ(k−1) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L))⊗Am−k+1

2) Rjπ
(m)
1∗ (I(m)

k ⊗ (O £ L£ · · ·£ L)) = 0 äëÿ âñåõ j 6= 0

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ôóíêòîð R0π
(m)
1∗ ê êîìïëåêñàì P

q
m ⊗ (O £ L £ · · · £ L)) ïðè m ≤

n + dimX + 2 , ïîëó÷àåì òî÷íûé êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà X :

0 −→ Rm−1 −→ A1 ⊗Rm−2 −→ · · · −→ Am−2 ⊗R1 −→ Am−1 ⊗R0 −→ Lm−1 −→ 0

äëÿ m ≤ n + dim X + 2 .
Ðàññìîòðèì m = n + dimX + 2 . Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð R0π

(m)
1∗ ê êîìïëåêñó

W
q

m ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£ Li)),

ïîëó÷àåì êîìïëåêñ

Ai ⊗Rm−2 −→ · · · −→ Am+i−3 ⊗R1 −→ Am+i−2 ⊗R0 −→ Lm+i−2 −→ 0.
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Ïî ñâîéñòâó (45) êîãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà åñòü

Rjπ
(m)
1∗ (JΣ(m) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£ Li)) ∼=

Rjp1∗(R0π
(m)
1m∗(JΣ(m) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£O))⊗ (O £ Li)),

êîòîðûå òðèâèàëüíû ïðè j > dimX . Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ íà X

Ak−n ⊗Rn −→ Ak−n+1 ⊗Rn−1 −→ · · · −→ Ak−1 ⊗R1 −→ Ak ⊗R0 −→ Lk −→ 0

òî÷íà äëÿ âñåõ k ≥ 0 .
3) Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ W

q
n+2⊗ (O£L£ · · ·£L£L−n) íà Xn+2 . Ïðèìåíÿÿ òåïåðü

ôóíêòîð R0π
(n+2)
1(n+2)∗ ê íåìó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êîìïëåêñ íà X ×X :

(46) L−n £ Rn −→ · · · −→ L−1 £ R1 −→ OM £ R0 −→ O∆

Âñïîìèíàÿ óñëîâèå c) ëåììû 3.5.1 è óñëîâèå (43) b), íàõîäèì ÷òî êîãîìîëîãèè ýòîãî
êîìïëåêñà èçîìîðôíû ïó÷êàì

Rjπ
(n+2)
1(n+2)∗(JΣ(n+2) ⊗ (O £ L£ · · ·£ L£O))⊗ (O £ L−n),

êîòîðûå ïî ñâîéñòâó (43) c) ðàâíû 0 ïðè j > 0 . Òî åñòü êîìïëåêñ (46) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.
2

4. Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà Ê3 ïîâåðõíîñòÿõ

4.1. Ê3 ïîâåðõíîñòè è ðåøåòêà Ìóêàè. Ýòà ãëàâà öåëèêîì ïîñâÿùåíà ïðîèçâîä-
íûì êàòåãîðèÿì êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ òèïà Ê3 íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Îñíîâíîé âîïðîñ, êîòîðûé íàñ èíòåðåñóåò, è íà êîòîðûé äàåòñÿ îòâåò â ýòîé
ãëàâå: êîãäà äâå ðàçíûõ Ê3 ïîâåðõíîñòè èìåþò ýêâèâàëåíòíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ. Êàê è ðàíüøå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê òðèàíãóëèðîâàí-
íûå è ýêâèâàëåíòíîñòè ïîíèìàþòñÿ, êàê ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè
êàòåãîðèÿìè.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îáèëüíûì êàíîíè÷åñêèì
èëè àíòèêàíîíè÷åñêèì êëàññîì ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé êà-
òåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ (ñì. òåîðåìó 2.1.3). Îäíàêî äëÿ ìíîãîîáðàçèé äðóãîãî òè-
ïà âîïðîñ ýòîò íåòðèâèàëüíûé è îñîáåííî èíòåðåñåí äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ òðèâèàëüíûì
êàíîíè÷åñêèì êëàññîì.

Íà÷íåì ñ îñíîâíûõ íåîáõîäèìûõ íàì ôàêòîâ ïðî Ê3 ïîâåðõíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî
ïîâåðõíîñòü òèïà Ê3 � ýòî êîìïàêòíàÿ ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü S , äëÿ
êîòîðîé KS = 0 è H1(S,Z) = 0 . Òàêèå ïîâåðõíîñòè íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ îäíî-
ñâÿçíûìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðûå êîãîìîëîãèè H2(S,Z) íå èìåþò êðó÷åíèÿ è
ÿâëÿþòñÿ ÷åòíîé ðåøåòêîé ðàíãà 22 îòíîñèòåëüíî ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, èç
ôîðìóëû Íåòåðà ñëåäóåò, ÷òî pg(S) = 1 è h1,1(S) = 20 .

Îäíèì èç îñíîâíûõ èíâàðèàíòîâ ïîâåðõíîñòè òèïà Ê3 ÿâëÿåòñÿ åå ãðóïïà Íåðîíà-
Ñåâåðè NS(S) ⊂ H2(S,Z) , êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Ïèêàðà Pic(S) .
Ðàíã ðåøåòêè NS(S) íå ïðåâîñõîäèò h1,1 = 20 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç TS ðåøåòêó òðàíñöå-
äåíòíûõ öèêëîâ, êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ åñòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ðåøåòêå
Íåðîíà-Ñåâåðè NS(S) âî âòîðûõ êîãîìîëîãèÿõ H2(S,Z) .
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Òåïåðü, îáîçíà÷èì ÷åðåç tdS êëàññ Òîääà ïîâåðõíîñòè S , êîòîðûé åñòü ýëåìåíò
H∗(S,Q) . Îí èìååò âèä 1 + 2w , ãäå 1 ∈ H0(S,Z) � ýòî åäèíèöà êîëüöà êîãîìîëîãèé
H∗(S,Z) , è w ∈ H4(S,Z) � ôóíäàìåíòàëüíûé êîöèêë S . Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûé
êâàäðàòíûé êîðåíü

√
tdS = 1+w , êîòîðûé äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòè ëåæèò â êîëüöå öåëûõ

êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) .
Äëÿ ëþáîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà íà S

îïðåäåëåí õàðàêòåð ×åðíà, êîòîðûé ïî àääèòèâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïðîèç-
âîäíóþ êàòåãîðèþ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Åñëè F � îáúåêò Db(S) , òî õàðàêòåð ×åðíà

ch(F ) = r(F ) + c1(F ) +
1
2
(c2

1 − 2c2)

ïðèíàäëåæèò öåëûì êîãîìîëîãèÿì H∗(S,Z) . Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà F îïðåäåëèì ýëå-
ìåíò

v(F ) = ch(F ) ·
√

tdS ∈ H∗(S,Z)

è íàçîâåì åãî âåêòîðîì, àññîöèèðîâàííûé ñ F (èëè âåêòîðîì Ìóêàè).
Íà ðåøåòêå êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) îïðåäåëèì ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó

ïî ïðàâèëó

(u, u′) = r · s′ + s · r′ − α · α′ ∈ H4(S,Z) ∼= Z

äëÿ âñÿêîé ïàðû u = (r, α, s), u′ = (r′, α′, s′) ∈ H0(S,Z) ⊕ H2(S,Z) ⊕ H4(S,Z) . Ðåøåòêó
êîãîìîëîãèé H∗(S,Z) ñ ýòîé áèëèíåéíîé ôîðìîé ( , ) íàçîâåì ðåøåòêîé Ìóêàè è îáî-
çíà÷èì ÷åðåç H̃(S,Z) . Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé
ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ çíàêîì (−) íà âòîðûõ êîãîìîëîãèÿõ. È çíà÷èò ðåøåòêà Ìóêàè
H̃(S,Z) èçîìîðôíà ðåøåòêå U⊥−H2(S,Z) , ãäå U � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ( 0 1

1 0 ) .
Äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ F è G , ñïàðèâàíèå (v(F ), v(G)) åñòü ïî îïðåäåëåíèþ

H4-êîìïîíåíòà ýëåìåíòà ch(F )∨ · ch(G) · tdS . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà-
Ãðîòåíäèêà èìååì ðàâåíñòâî:

(v(F ), v(G)) = χ(F, G) :=
∑

i

(−1)i dimExti(F , G).

Íà ðåøåòêàõ H̃(S,Z) è TS èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå ñòðóêòóðû Õîäæà. Â äàííîì ñëó-
÷àå ïîä ñòðóêòóðàìè Õîäæà ïîíèìàåòñÿ òî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ H̃(S,C) è TS ⊗ C
çàôèêñèðîâàíî îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H2,0(S) .

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ïóñòü S1 è S2 � äâå Ê3 ïîâåðõíîñòè. Ñêàæåì, ÷òî èõ ðåøåò-
êè Ìóêàè (ñîîòâ. ðåøåòêè òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ) Õîäæåâî èçîìåòðè÷íû, åñëè ñó-
ùåñòâóåò èçîìåòðèÿ ìåæäó íèìè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
H2,0(S1) â H2,0(S2) .

Ïóñòü ñåé÷àñ E � ýòî ïðîèçâîëüíûé îáúåêò èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïðîèçâåäåíèÿ
Db(S1 × S2). Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèé öèêë

(47) ZE := p∗
√

tdS1 · ch(E) · π∗
√

tdS2
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íà ïðîèçâåäåíèè S1 × S2 , ãäå p è π � ïðîåêöèè â äèàãðàììå

S1 × S2
π−−−−→ S2

p

y
S1.

Â ñëó÷àå Ê3 ïîâåðõíîñòåé öèêë Z , êîòîðûé a priori ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, íà ñàìîì
äåëå öåëûé.

Ëåììà 4.1.2. [31] Äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà E ∈ Db(S1 × S2) õàðàêòåð ×åðíà ch(E) è öèêë
ZE ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, òî åñòü ïðèíàäëåæàò H∗(S1 × S2,Z) .

Òàêèì îáðàçîì, öèêë Z çàäàåò îòîáðàæåíèå èç ðåøåòêè öåëûõ êîãîìîëîãèé ïîâåðõ-
íîñòè S1 â öåëûå êîãîìîëîãèè S2 :

(48)
fZ : H∗(S1,Z) −→ H∗(S2,Z)

∪ ∪
α 7→ π∗(Z · p∗(α)).

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå àíàëîãè÷íî òåîðåìå 4.9 èç ðàáîòû [31].

Ïðåäëîæåíèå 4.1.3. Åñëè äëÿ îáúåêòà E ôóíêòîð ΦE èç êàòåãîðèè Db(S1) â êà-
òåãîðèþ Db(S2) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì, òîãäà:

1) fZE ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ìåæäó ðåøåòêàìè H̃(S1,Z) è H̃(S2,Z) ,
2) îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê f ñîâïàäàåò ñ ãîìîìîðôèçìîì

f ′ : H∗(S2,Z) −→ H∗(S1,Z)
∪ ∪
β 7→ p∗(Z∨E · π∗(β)),

îïðåäåëåííûì öèêëîì
Z∨E = p∗

√
tdS1 · ch(E∨) · π∗

√
tdS2 ,

ãäå E∨ := R
qHom(E ,OS1×S2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâûé è ïðàâûé ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû ê ΦE èçîìîðôíû è çàäà-
þòñÿ ïî ôîðìóëå:

Φ∗E = Φ!
E = Rp∗(E∨

L⊗ π∗( q))[2].

Òàê êàê ΦE âïîëíå ñòðîãèé, òî êîìïîçèöèÿ Φ∗E ◦ΦE èçîìîðôíû òîæäåñòâåííîìó ôóíê-
òîðó idDb(S1) .

Òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð idDb(S1) çàäàåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì O∆ äèàãîíàëè ∆ ⊂
S1 × S1 .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðîåêöèè è òåîðåìó Ðèìàíà-Ðîõà-Ãðîòåíäèêà, ìîæíî íàéòè, ÷òî
êîìïîçèöèÿ f ′ ◦ f ïðåäñòàâëÿåòñÿ öèêëîì p∗1

√
tdS1 · ch(O∆) · p∗2

√
tdS1 , ãäå p1, p2 �

ïðîåêöèè S1×S1 íà ñîìíîæèòåëè. Îïÿòü ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà-Ãðîòåíäèêà íàõîäèì,
÷òî ýòîò öèêë åñòü öèêë ∆ . Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîçèöèÿ f ′◦f ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì
îòîáðàæåíèåì, è çíà÷èò f åñòü èçîìîðôèçì ìåæäó H∗(S1,Z) è H∗(S2,Z) , ïî òîé
ïðè÷èíå, ÷òî îáå îíè ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè îäèíàêîâîãî ðàíãà.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç νS : S −→ Spec C ñòðóêòóðíûé ìîðôèçì S . Òîãäà ñïàðèâàíèå
(α, α′) íà ðåøåòêå H̃(S,Z) ìîæíî çàïèñàòü êàê ν∗(α∨ · α′) . Èç ôîðìóëû ïðîåêöèè
ïîëó÷àåì:

(α, f(β)) = νS2,∗(α∨ · π∗(π∗
√

tdS2 · ch(E) · p∗√tdS1 · p∗(β))) =
= νS2,∗π∗(π∗(α∨) · p∗(β) · ch(E) ·√tdS1×S2) =
= νS1×S2,∗(π∗(α∨) · p∗(β) · ch(E) ·√tdS1×S2)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α ∈ H∗(S2,Z), β ∈ H∗(S1,Z) . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èìååì:

(β, f ′(α)) = νS1×S2,∗(p∗(β∨) · π∗(α) · ch(E)∨ ·
√

tdS1×S2).

Ñëåäîâàòåëüíî, (α, f(β)) = (f ′(α), β) . Òàê êàê f ′ ◦ f � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, òî

(f(α), f(α′)) = (f ′f(α), α′) = (α, α′).

È çíà÷èò f � ýòî èçîìåòðèÿ. 2

4.2. Êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ. Â ýòîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ êðèòåðèé òîãî, êîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êî-
ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà äâóõ Ê3 ïîâåðõíîñòÿõ ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êà-
òåãîðèè. Ýòîò êðèòåðèé ïî âèäó î÷åíü íàïîìèíàåò ñòðîãóþ òåîðåìó Òîðåëëè äëÿ Ê3
ïîâåðõíîñòåé, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî äâå Ê3 ïîâåðõíîñòè S1 è S2 èçîìîðôíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðåøåòêè âòîðûõ êîãîìîëîãèé õîäæåâî èçîìåòðè÷íû, òî åñòü
ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ

H2(S1,Z) ∼−→ H2(S2,Z),

ïðîäîëæåíèå êîòîðîé äî îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ êîãîìîëîãèé ïåðåâîäèò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî H2,0(S1) â H2,0(S2) (ñì. [39],[27]).

Íàø ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû âûãëÿäèò òàê.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü S1 è S2 � äâå ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå K3 ïîâåðõíîñòè íà ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C . Òîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(S1) è
Db(S2) ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò Õîäæåâà èçîìåòðèÿ f : H̃(S1,Z) ∼−→ H̃(S2,Z) ìåæäó ðåøåòêàìè Ìóêàè
ïîâåðõíîñòåé S1 è S2 .

Ýòà òåîðåìà èìååò è äðóãîé âàðèàíò, êîòîðûé òàêæå ìîæåò áûòü èíòåðåñåí (ñì.
òåîðåìó 4.2.4).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.1 ðàçîáüåì íà äâà ïðåäëîæåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâî-
ãî ïðåäëîæåíèÿ ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ãëàâíóþ òåîðåìó 3.2.1 ïðåäûäóùåé ãëàâû,
òàê êàê èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî ëþáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.2. Ïóñòü S1 è S2 � äâå Ê3 ïîâåðõíîñòè òàêèå, ÷òî èõ ïðî-
èçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ýêâèâàëåíòíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò Õîäæåâà
èçîìåòðèÿ ìåæäó ðåøåòêàìè òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ TS1 è TS2 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.2.2 ñóùåñòâóåò îáúåêò E íà ïðîèçâåäåíèè S1 × S2 ,
êîòîðûé çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1.3 ñëåäóåò, ÷òî fZE çàäàåò Õîä-
æåâó èçîìåòðèþ ìåæäó ðåøåòêàìè Ìóêàè H̃(S1,Z) è H̃(S2,Z) . Òàê êàê öèêë Z ÿâ-
ëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, ïîëó÷àåì äâå èçîìåòðèè falg : −NS(S1)⊥U ∼−→ −NS(S2)⊥U è
fτ : TS1

∼−→ TS2 , ãäå NS(S1),NS(S2) � ðåøåòêè Íåðîíà-Ñåâåðè, è TS1 ,TS2 � ðåøåòêè
òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî fτ ÿâëÿåòñÿ Õîäæåâîé èçîìåòðèåé. 2

Äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû ñòàòüè [31],
ãäå èññëåäîâàíû ìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé ðàññëîåíèé íà Ê3 ïîâåðõíîñòÿõ, à òàêæå èñ-
ïîëüçóåò òåîðåìó 2.1.5, â êîòîðîé äàåòñÿ êðèòåðèé òîãî, êîãäà ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ñòðîãèì (cì. [7])

Ïðåäëîæåíèå 4.2.3. Ïóñòü S1 è S2 � äâå ïðîåêòèâíûå Ê3 ïîâåðõíîñòè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò Õîäæåâà èçîìåòðèÿ

f : H̃(S2,Z) ∼−→ H̃(S1,Z).

Òîãäà îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(S1) è Db(S2) ýê-
âèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì v = f(0, 0, 1) = (r, l, s) è u = f(1, 0, 0) = (p, k, q) . Áåç
ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî r > 1 . Äåéñòâèòåëüíî íà ðåøåòêå Ìóêàè
ñóùåñòâóþò äâà òèïà Õîäæåâûõ èçîìåòðèé. Ïåðâûé òèï � ýòî óìíîæåíèå íà õàðàêòåð
×åðíà em ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ:

φm(r, l, s) = (r, l + rm, s + (m, l) +
r

2
m2).

Âòîðîé òèï � ýòî ïåðåñòàíîâêà r è s . Èñïîëüçóÿ ýòè äâà òèïà ïåðåñòàíîâîê, ìîæíî
çàìåíèòü f òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû r ñòàëî áîëüøå 1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð v ∈ U ⊥ −NS(S1) ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, òî åñòü (v, v) = 0 .
Â çàìå÷àòåëüíîé ðàáîòå Ìóêàè [31] äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîëÿðè-
çàöèÿ A íà ïîâåðõíîñòè Ê3 S1 òàêàÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé MA(v) ðàññëîåíèé
ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíî ïîëÿðèçàöèè A , äëÿ êîòîðûõ âåêòîð Ìóêàè ñîâïàäàåò ñ v ,
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé Ê3 ïîâåðõíîñòüþ. Áîëåå òîãî, òàê êàê ñóùåñòâóåò âåê-
òîð u ∈ U ⊥ −NS(S1) òàêîé, ÷òî (v, u) = 1 , òî ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé MA(v) ÿâëÿ-
åòñÿ òîíêèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå E íà ïðîèçâåäåíèè
S1 ×MA(v) .

Óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå E çàäàåò ôóíêòîð ΦE : Db(MA(v)) −→ Db(S1) . Äëÿ ýòîãî
ôóíêòîðà óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.5 ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî ΦE(Ot) = Et , ãäå
Et � ñòàáèëüíîå ðàññëîåíèå íà S1 , äëÿ êîòîðîãî v(Et) = v . Âñå ýòè ïó÷êè ïðîñòûå è,
êîíå÷íî, Exti(Et , Et) = 0 äëÿ i 6∈ [0, 2] . ×òî äàåò óñëîâèå 2) òåîðåìû 2.1.5.

Òàê êàê Et ñòàáèëüíû, òî Hom(Et1 , Et2) = 0 . È ïî äâîéñòâåííîñòè Ñåððà
Ext2(Et1 , Et2) = 0 . Èçîòðîïíîñòü âåêòîðà v âëå÷åò, ÷òî è Ext1(Et1 , Et2) = 0 . Òàêèì
îáðàçîì, ïó÷êè Et1 è Et2 îðòîãîíàëüíû äëÿ ëþáûõ ðàçíûõ òî÷åê t1, t2 . Ïî òåîðåìå
2.1.5 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.

Íà ñàìîì äåëå, ôóíêòîð ΦE íå òîëüêî âïîëíå ñòðîãèé, íî è ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ. Ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå, îñíîâàííîå íà äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 èç [9] ïîêà-
çûâàåò ýòî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D îáðàç êàòåãîðèè Db(MA(v)) â Db(S1) . Òàê êàê îíà
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ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé (ñì. îïðåäåëåíèå 2.2.2), òî ñóùåñòâóþò ïðàâûé è ëåâûé îðòîãî-
íàëû ê íåé, êîòîðûå èç-çà òîãî, ÷òî êàíîíè÷åñêèé êëàññ íà Ê3 ïîâåðõíîñòè òðèâèàëåí,
ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì â äàííîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëî-
æåíèå âèäà

〈D⊥,D〉
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ îðòîãîíàëüíûì. Ðàññìîòðèì î÷åíü îáèëüíîå

ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà MA(v) . Âñå ñòåïåíè L⊗i ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæèìûìè îáúåê-
òàìè è çíà÷èò ïðèíàäëåæàò êàêîé-íèáóäü ïîäêàòåãîðèè D èëè D⊥ , è âñå � îäíîé è òîé
æå, òàê êàê íèêàêàÿ ïàðà èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ îðòîãîíàëüíîé. Íî {Li} îáðà-
çóþò îáèëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñì. îïðåäåëåíèå 3.4.1). Ïî ëåììå 3.4.3 îðòîãîíàë
ê ïîäêàòåãîðèè, ïîðîæäåííîé îáèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàâåí 0 . Òàêèì îáðàçîì,
òàê êàê D íå òðèâèàëüíà, ïîëó÷àåì, ÷òî D⊥ = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ΦE � ýêâèâàëåíò-
íîñòü.

Òåïåðü, öèêë ZE , îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (47), èíäóöèðóåò Õîäæåâó èçîìåòðèþ
g : H̃(MA(v),Z) −→ H̃(S1,Z) òàêóþ, ÷òî g(0, 0, 1) = v = (r, l, s) . Ñëåäîâàòåëüíî, f−1 ◦g

òàêæå ÿâëÿåòñÿ Õîäæåâîé èçîìåòðèåé è ïåðåâîäèò (0, 0, 1) â (0, 0, 1) . Ñëåäîâàòåëüíî,
f−1 ·g èíäóöèðóåò Õîäæåâó èçîìåòðèþ ìåæäó ðåøåòêàìè âòîðûõ êîãîìîëîãèé ïîâåðõ-
íîñòåé S2 è MA(v) . È, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Òîðåëëè ïîâåðõíîñòè S2 è MA(v)
èçîìîðôíû ([39],[27]). 2

Äàííîå ïðåäëîæåíèå è ïðåäëîæåíèå 4.1.3 äàþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.1.
Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ âåðñèÿ òåîðåìû 4.2.1, êîòîðàÿ äàåò êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè

ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé â òåðìèíàõ ðåøåòêè òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ.

Òåîðåìà 4.2.4. Ïóñòü S1 è S2 � äâå ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå K3 ïîâåðõíîñòè íàä ïî-
ëåì C . Òîãäà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(S1) è Db(S2) ýêâèâà-
ëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
Õîäæåâà èçîìåòðèÿ fτ : TS1

∼−→ TS2 ìåæäó ðåøåòêàìè òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ
ïîâåðõíîñòåé S1 è S2 .

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 4.2.1 è ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.5. [33] Ïóñòü φ1, φ2 : T −→ H � äâà ïðèìèòèâíûõ âëîæåíèÿ ðå-
øåòêè T â ÷åòíóþ óíèìîäóëÿðíóþ ðåøåòêó H . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå N := φ1(T)⊥ â H ñîäåðæèò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ðåøåòêó U = ( 0 1

1 0 ) êàê ïîä-
ðåøåòêó. Òîãäà φ1 è φ2 ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ γ ðåøåòêè
H òàêàÿ, ÷òî φ1 = γφ2 .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì èìååòñÿ Õîäæåâà èçîìåòðèÿ

fτ : TS2

∼−→ TS1 .

Ìû çíàåì, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ðåøåòêå òðàíñöåäåíòíûõ öèêëîâ TS â
ðåøåòêå Ìóêàè H̃(S,Z) èçîìîðôíî ðåøåòêå −NS(S) ⊥ U . È çíà÷èò ïî ïðåäûäóùåìó
ïðåäëîæåíèþ 4.2.5 ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ

f : H̃(S2,Z) ∼−→ H̃(S1,Z)

òàêàÿ, ÷òî f
∣∣
TS2

= fτ . Òàêèì îáðàçîì, èçîìåòðèÿ f ÿâëÿåòñÿ òàêæå Õîäæåâîé. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî òåîðåìå 4.2.1 ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ
S1 è S2 ýêâèâàëåíòíû.
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5. Àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ

5.1. Ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà àáåëåâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ. Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
íà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è èõ ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé.

Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n íà ïîëåì k. Áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç m : A × A → A ìîðôèçì êîìïîçèöèè, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííûì íàä
ïîëåì k, è ÷åðåç e � k�òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû. Äëÿ
ëþáîé k-òî÷êè a ∈ A ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ñäâèãà m(·, a) : A → A, êîòîðûé áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ Ta .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Â äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîá-
ðàçèåì ìîäóëåé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà A , ïðèíàäëåæàùèõ Pic0(A) . Áîëåå òîãî, Â

ÿâëÿåòñÿ òîíêèì ìíîãîîáðàçèåì ìîäóëåé. Ïîýòîìó íà ïðîèçâåäåíèè A× Â ñóùåñòâóåò
óíèâåðñàëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå P, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Ïóàíêàðå. Ýòî
ðàññëîåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî òåì, ÷òî äëÿ ëþáîé k�òî÷êè α ∈ Â îãðàíè÷åíèå
P íà A× {α} èçîìîðôíî ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ èç Pic0(A) , ñîîòâåòñòâóþùåìó α, è
â äîïîëíåíèè îãðàíè÷åíèå P

∣∣∣
{e}× bA

äîëæíî áûòü òðèâèàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà A , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò k-òî÷êå
α ∈ Â, áóäåì îáîçíà÷àòü äàëåå Pα.

Áîëåå òîãî, åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé A1, ..., Am è k-òî÷êà
(α1, ..., αm) ∈ Â1× · · ·× Âm , òîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P(α1,...,αk) ëèíåéíîå ðàññëî-
åíèå Pα1 £ · · ·£ Pαk

íà ïðîèçâåäåíèè A1 × · · · ×Ak .

Äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé f : A → B îïðåäåëåí äâîéñòâåí-
íûé ãîìîìîðôèçì f̂ : B̂ → Â. Ïîòî÷å÷íî îí óñòðîåí òàê, ÷òî òî÷êó β ∈ B̂ ïåðåâîäèò
â òî÷êó α ∈ Â òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå f∗Pβ ñîâïàäàåò ñ
ðàññëîåíèåì Pα íà A .

Äâàæäû äâîéñòâåííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ̂̂
A ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì

îòîæäåñòâëåíî ñ A ïðè ïîìîùè ðàññëîåíèé Ïóàíêàðå íà A × Â è íà Â × ̂̂
A . Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì κA : A
∼→ ̂̂

A òàêîé, ÷òî ïîäíÿòèå
ðàññëîåíèÿ Ïóàíêàðå P bA ïðè èçîìîðôèçìå 1 × κA : Â × A

∼−→ Â × ̂̂
A ñîâïàäàåò ñ

ðàññëîåíèåì Ïóàíêàðå PA , ò.å. (1× κA)∗P bA
∼= P

A
.

Òàêèì îáðàçîì, ̂ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé íà êàòåãîðèè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ò.å.
êîíòðîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì, ÷åé êâàäðàò èçîìîðôåí òîæäåñòâåííîìó ôóíêòîðó κ :
id ∼→ ̂̂ .

Ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå P ïðåäîñòàâëÿåò íàì ïðèìåð òî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó
ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ äâóõ, â îáùåì ñëó÷àå íåèçîìîðôíûõ,
ìíîãîîáðàçèé A è Â . Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè

A
p←− A× Â

q−→ Â

è ôóíêòîð ΦP : Db(A) −→ Db(Â) , îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (7): ΦP(·) = Rq∗(P ⊗
p∗(·)) . Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî â ([29]).
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Ïðåäëîæåíèå 5.1.2. ([29]) Ïóñòü P � ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå íà A×Â . Òîãäà ôóíêòîð
ΦP : Db(A) −→ Db(Â) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, è ñóùåñòâóåò èçîìîð-
ôèçì ôóíêòîðîâ

ΨP ◦ ΦP ∼= (−1A)∗[n],

ãäå (−1A) � îòîáðàæåíèå âçÿòèÿ îáðàòíîãî.

Çàìå÷àíèå 5.1.3. Â ñòàòüå ([29]) ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðà-
çèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Îäíàêî îíî âåðíî è íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì,
ò.ê. äâîéñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå è ðàññëîåíèå Ïóàíêàðå îïðåäåëåíî âñåãäà íàä òåì æå
ñàìûì ïîëåì (ñì. íàïðèìåð [32]). À óòâåðæäåíèå ïðî ýêâèâàëåíòíîñòü áóäåò ñëåäîâàòü
èç ëåììû 5.1.9.

Ðàññìîòðèì k-òî÷êó (a, α) ∈ A× Â. Ñ êàæäîé òàêîé òî÷êîé ìîæíî ñâÿçàòü ôóíêòîð
èç Db(A) â ñåáÿ ïî ïðàâèëó:

(49) Φ(a,α)(·) := Ta∗(·)⊗ Pα = T ∗−a(·)⊗ Pα.

Ôóíêòîð Φ(a,α) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïó÷êîì

(50) S(a,α) = OΓa ⊗ p∗2(Pα)

íà ïðîèçâåäåíèè A×A , ãäå Γa � ýòî ãðàôèê àâòîìîðôèçìà ñäâèãà Ta . Î÷åâèäíî, ÷òî
ôóíêòîð Φ(a,α) ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Ìíîæåñòâî ôóíêòîðîâ Φ(a,α) , ïàðàìåòðèçîâàííûõ A× Â , ìîæíî ñîåäèíèòü â îäèí
ôóíêòîð èç Db(A× Â) â Db(A×A), êîòîðûé áóäåò ïåðåâîäèòü ñòðóêòóðíûé ïó÷îê
òî÷êè O(a,α) â S(a,α) . (Çàìåòèì, ÷òî ýòèì óñëîâèåì ôóíêòîð íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íî, à òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ïîäíÿòîå ñ A× Â .)

Ìû îïðåäåëèì ýòîò ôóíêòîð ΦSA
: Db(A× Â) −→ Db(A×A) êàê êîìïîçèöèþ äâóõ

äðóãèõ.
Ðàññìîòðèì îáúåêò PA = p∗14O∆ ⊗ p∗23P ∈ Db((A× Â)× (A×A)) è îáîçíà÷èì ÷åðåç

µA : A× A −→ A× A ìîðôèçì, êîòîðûé ïåðåâîäèò òî÷êó (a1, a2) â (a1,m(a1, a2)) . Ó
íàñ ïîÿâëÿþòñÿ äâà ôóíêòîðà:

ΦPA
: Db(A× Â) −→ Db(A×A), RµA∗ : Db(A×A) −→ Db(A×A).

Îïðåäåëåíèå 5.1.4. Ôóíêòîð ΦSA
åñòü êîìïîçèöèÿ RµA∗ ◦ ΦPA

.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.5. Ôóíêòîð ΦSA
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ è äëÿ êàæäîé k-

òî÷êè (a, α) ∈ A× Â

a) ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(a,α) ïåðåâîäèò â ïó÷îê S(a,α), îïðåäåëåííûé ôîð-
ìóëîé (50);

b) ëèíåéíîå ðàññëîåíèå P(α,a) íà A× Â ïåðåâîäèò â îáúåêò O{−a}×A ⊗ p∗2Pα[n] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêòîð ΦSA
ÿâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèöèåé ôóíêòîðîâ

RµA∗ è ΦPA
, êîòîðûå åñòü ýêâèâàëåíòíîñòè: ïåðâûé ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì, à

äëÿ âòîðîãî ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.7 è ïðåäëîæåíèÿ 5.1.2.
Ôóíêòîð ΦPA

ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(a,α) â ïó÷îê OA×{a} ⊗ p∗1Pα .
Äàëåå ôóíêòîð RµA∗ ïîñûëàåò ïó÷îê OA×{a} ⊗ p∗1Pα â ïó÷îê OΓa ⊗ p∗1(Pα) .
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Òàêèì æå îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 5.1.2, íàõîäèì, ÷òî ôóíêòîð ΦPA
ïåðåâî-

äèò ëèíåéíîå ðàññëîåíèå P(α,a) â îáúåêò O{−a}×A⊗p∗2Pα[n] , à ôóíêòîð RµA∗ ïîñûëàåò
îáúåêò O{−a}×A ⊗ p∗2Pα[n] â ñåáÿ. 2

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êî-
ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ýêâèâàëåíòíîñòü.
Ïî òåîðåìå 3.2.2 îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì íà ïðîèçâåäåíèè. Òàêèì îáðàçîì, èìå-
åòñÿ îáúåêò E ∈ Db(A×B) è ýêâèâàëåíòíîñòü ΦE : Db(A) ∼−→ Db(B) .

Ðàññìîòðèì ôóíêòîð

AdE : Db(A×A) ∼−→ Db(B ×B),

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (11) è ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ðàññìîòðèì êîì-
ïîçèöèþ ôóíêòîðîâ Φ−1

SB
◦AdE ◦ ΦSA

.

Îïðåäåëåíèå 5.1.6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J (E) îáúåêò, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð

Φ−1
SB
◦AdE ◦ ΦSA

.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

(51)
Db(A× Â)

ΦSA−−−−→ Db(A×A)

ΦJ (E)

y
yAdE

Db(B × B̂)
ΦSB−−−−→ Db(B ×B)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü îáúåêò J (E) è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè
îïèñàíèè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, îáëàäàþùèõ ýêâèâàëåíòíûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãî-
ðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.

Òåîðåìà 5.1.7. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé fE : A× Â −→ B×
B̂, ÿâëÿþùèéñÿ èçîìîðôèçìîì, è ëèíåéíîå ðàññëîåíèå LE íà A×Â òàêîå, ÷òî îáúåêò
J (E) èçîìîðôåí i∗(LE) , ãäå i � ýòî âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ A×Â â (A×Â)×(B×B̂)
â êà÷åñòâå ãðàôèêà èçîìîðôèçìà fE .

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, ñôîðìóëèðóåì äâå ëåììû, êîòîðûå
ïîçâîëÿò íàì ñ÷èòàòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k̄ àëãåáðàè-
÷åñêîå çàìûêàíèå k . Ïîëîæèì X̄ := X×Spec(k) Spec(k̄) è îáîçíà÷èì ÷åðåç F̄ îáðàòíûé
îáðàç F îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà X̄ −→ X .

Ëåììà 5.1.8. ([37]). Ïóñòü F êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå j : Z ↪→ X̄ è îáðàòèìûé
ïó÷îê L íà Z òàêîé, ÷òî F̄ ∼= j∗L . Òîãäà ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå
i : Y ↪→ X è îáðàòèìûé ïó÷îê M íà Y òàêîé, ÷òî F ∼= i∗M è j = ī .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãîâîðèò íàì, ÷òî ñâîéñòâî ôóíêòîðà áûòü âïîëíå ñòðîãèì (ýêâè-
âàëåíòíîñòüþ) ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé.

Ëåììà 5.1.9. ([37]). Ïóñòü X è Y � ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì
k , è ïóñòü E - îáúåêò ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(X × Y ) . Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå
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ïîëåé F/k è ìíîãîîáðàçèÿ

X ′ = X ×
Spec(k)

Spec(F ), Y ′ = Y ×
Spec(k)

Spec(F ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′ ïîäíÿòèå îáúåêòà E â êàòåãîðèþ Db(X ′ × Y ′) . Òîãäà ôóíêòîð
ΦE : Db(X) −→ Db(Y ) âïîëíå ñòðîãèé (ýêâèâàëåíòíîñòü), åñëè è òîëüêî åñëè ôóíê-
òîð ΦE ′ : Db(X ′) −→ Db(Y ′) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì (ýêâèâàëåíòíîñòüþ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.7. Ïîëüçóÿñü ëåììàìè 5.1.8 è 5.1.9, ìîæíî ïåðåéòè
ê àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ ïîëÿ k .

Øàã 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e è e′ çàìêíóòûå òî÷êè ìíîãîîáðàçèé A × Â è ñîîòâåò-
ñòâåííî B× B̂, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åäèíèöàìè ãðóïïîâûõ ñòðóêòóð. Ðàññìîòðèì ïó÷îê
íåáîñêðåáîâ Oe è âû÷èñëèì åãî îáðàç îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà ΦJ (E). Ïî îïðåäåëåíèþ,
ìû çíàåì, ÷òî

ΦJ (E) = Φ−1
SB
◦AdE ◦ ΦSA

.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1.5 ôóíêòîð ΦSA
ïåðåâîäèò ïó÷îê Oe â ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèà-

ãîíàëè O∆(A) íà A × A . Òàê êàê ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè ïðåäñòàâëÿåò òîæ-
äåñòâåííûé ôóíêòîð, òî èç ôîðìóëû (12) ñëåäóåò, ÷òî AdE(O∆(A)) åñòü ñòðóêòóðíûé
ïó÷îê äèàãîíàëè O∆(B) íà ìíîãîîáðàçèè B × B. À îí â ñâîþ î÷åðåäü ïåðåõîäèò â
ñòðóêòóðíûé ïó÷îê Oe′ ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà Φ−1

SB
îïÿòü ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1.5.

Øàã 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî

J (E)
L⊗ O{e}×(B× bB)

∼= O{e}×{e′}.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ îêðåñòíîñòü U = Spec(R) òî÷êè e â òî-
ïîëîãèè Çàðèñêîãî òàêàÿ, ÷òî îáúåêò J ′ := J (E) |

U×(B× bB)
åñòü êîãåðåíòíûé ïó÷îê ñ

íîñèòåëåì, êîòîðûé ïåðåñåêàåò ñëîé {e} × (B × B̂) â òî÷êå {e} × {e′} . Íàïîìíèì, ÷òî
íîñèòåëü ëþáîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðóþ àôôèííóþ îêðåñòíîñòü V = Spec(S) òî÷êè e′ â B ×
B̂ . Ïåðåñå÷åíèå íîñèòåëÿ ïó÷êà J ′ ñ äîïîëíåíèåì B × B̂ \ V ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ïîäìíîæåñòâîì, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà A×Â - çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå
òî÷êó e .

Òàêèì îáðàçîì, óìåíüøàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, U , ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî îíî âñå åùå
àôôèííî, à íîñèòåëü ïó÷êà J ′ ñîäåðæèòñÿ â U × V . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò êî-
ãåðåíòíûé ïó÷îê F íà U × V òàêîé, ÷òî j∗(F) = J ′ , ãäå j - ýòî âëîæåíèå U × V

â U × (B × B̂) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R ⊗ S-ìîäóëü, êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò ïó÷êó F , òî åñòü F = M̃ . Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-
íîïîðîæäåííûì R ìîäóëåì, òàê êàê ïðÿìîé îáðàç ïðè ïðîåêöèè êîãåðåíòíîãî ïó÷êà
J ′ = j∗F ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì ïó÷êîì.

Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â R , ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå e . Ìû çíàåì, ÷òî

M ⊗R R/m ∼= R/m.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì R-ìîäóëåé φ : R −→ M , êîòîðûé ïîñëå òåíçîðíîãî
óìíîæåíèÿ íà R/m ñòàíîâèòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, íîñèòåëè êîãåðåíòíûõ
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ïó÷êîâ Ker φ è Coker φ íå ñîäåðæàò òî÷êó e . Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ U íà ìåíüøóþ àô-
ôèííóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè e , êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íîñèòåëÿìè ïó÷êîâ Ker φ è
Coker φ , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî φ åñòü èçîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäñõåìà
X(U) ⊂ U × (B × B̂) òàêàÿ, ÷òî ïðîåêöèÿ X(U) −→ U ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì è

J ′ = J (E) |
U×(B× bB)

∼= OX(U).

Øàã 3. Ìû ïîëó÷èëè òåì ñàìûì, ÷òî äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òî÷êè (a, α) ∈ U

ΦJ (E)(O(a,α)) ∼= O(b,β)

äëÿ íåêîòîðîé çàìêíóòîé òî÷êè (b, β) ∈ B × B̂ . Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëü-
íóþ çàìêíóòóþ òî÷êó (a, α) ∈ A × Â , òî åå âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó
(a, a′) = (a1, α1) + (a2, α2), ãäå òî÷êè (a1, α1), (a2, α2) ïðèíàäëåæàò U . Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç (b1, β1) è (b2, β2) îáðàçû ýòèõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà ΦJ (E) . Ôóíêòîð ΦSA

,

êàê ìû çíàåì, ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê O(a,α) â ïó÷îê S(a,α) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç G
îáúåêò AdE(S(a,α)) . ×òîáû âû÷èñëèòü åãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (12). Èìååòñÿ
èçîìîðôèçì

ΦG ∼= ΦE ◦ Φ(a,α) ◦ Φ−1
E .

Íî ôóíêòîð Φ(a,α), êîòîðûé ïî îïðåäåëåíèþ (49) åñòü T ∗a (·)⊗Pα, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê êîìïîçèöèþ Φ(a1,α1)Φ(a2,α2). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîð-
ôèçìîâ

ΦG ∼= ΦE ◦Φ(a,α) ◦Φ−1
E ∼= ΦE ◦Φ(a1,α1) ◦Φ−1

E ∼= ΦE ◦Φ(a2,α2) ◦Φ−1
E ∼= Φ(b1,β1) ◦Φ(b2,β2)

∼= Φ(b,β)

ãäå (b, β) = (b1, β1) + (b2, β2) . È çíà÷èò, îáúåêò G èçîìîðôåí S(b,β) . Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì, ÷òî

ΦJ (E)(O(a,α)) ∼= O(b,β)

äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òî÷êè (a, α) ∈ A× Â .
Òåïåðü, ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó Øàãà 2, ìîæåì äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé òî÷êè (a, a′)

íàéòè íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü W è ïîäñõåìó X(W ) ⊂ W×(B×B̂) òàêóþ, ÷òî ïðîåêöèÿ
X(W ) −→ W ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, è J |

W×(B× bB)
∼= OX(W ) .

Ñêëåèâàÿ âñå ýòè îêðåñòíîñòè, íàõîäèì ïîäìíîãîîáðàçèå i : X ↪→ (A× Â)× (B × B̂)
òàêîå, ÷òî ïðîåêöèÿ X −→ A × Â åñòü èçîìîðôèçì, à ïó÷îê J (E) èçîìîðôåí ïó÷êó
i∗L , ãäå L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X . Ïîäìíîãîîáðàçèå X çàäàåò ãîìîìîðôèçì
èç A × Â â B × B̂ , êîòîðûé èíäóöèðóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. 2

Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ A è B èìåþò
ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ, òî ìíîãîîáðàçèÿ A× Â è
B × B̂ èçîìîðôíû. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò èçîìîðôèçì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
íåêîòîðîìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ (ñì. ïðåäëîæåíèå 5.1.15).

Ñëåäñòâèå 5.1.10. Èçîìîðôèçì fE ïåðåâîäèò k-òî÷êó (a, α) ∈ A × Â â òî÷êó
(b, β) ∈ B × B̂ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâèâàëåíòíîñòè

Φ(a,α) : Db(A) ∼−→ Db(A), Φ(b,β) : Db(B) ∼−→ Db(B),
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îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå (49), ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Φ(b,β) ◦ ΦE ∼= ΦE ◦ Φ(a,α),

èëè â òåðìèíàõ îáúåêòîâ ýòî çíà÷èò, ÷òî

Tb∗E ⊗ Pβ
∼= T−a∗E ⊗ Pα = T ∗a E ⊗ Pα

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5.1.7 ôóíêòîð ΦJ (E) ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷-
êè O(a,α) â ñòðóêòóðíûé ïó÷îê òî÷êè O(b,β) , ãäå (b, β) = fE(a, α) . Èç ïðåäëîæåíèÿ
5.1.5 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêòîð ΦSA

ïîñûëàåò ïó÷îê O(a,α) â S(a,α) . À ïó÷îê S(a,α), â ñâîþ
î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð

Φ(a,α) = Ta∗(·)⊗ Pα.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ äèàãðàììó (51), íàõîäèì, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè fE òî÷êà (a, α) ïå-
ðåõîäèò â òî÷êó (b, β) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S(b,β)

∼= AdE(S(a,α)). Ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó (12), íàõîäèì, ÷òî Φ(b,β)

∼= ΦE ◦ Φ(a,α) ◦ Φ−1
E . 2

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ îáúåêòà J (E) â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà A = B è ýêâèâàëåíòíîñòü ΦE åñòü Φ(a,α), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (49).

Ïðåäëîæåíèå 5.1.11. Ïóñòü A = B . Ðàññìîòðèì îáúåêò S(a,α) íà A × A , êîòî-
ðûé ïðåäñòàâëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü Φ(a,α), îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé (49). Òîãäà ïó÷îê
J (S(a,α)) åñòü ∆∗P(α,−a) , ãäå ∆ ýòî äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå A×Â â (A×Â)×(A×Â)
è P(α,a) ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà A× Â îïðåäåëåííîå â 5.1.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1.5 ñëåäóåò ÷òî, ôóíêòîð ΦSA
ïîñûëàåò ñòðóê-

òóðíûé ïó÷îê O(a′,α′) â ïó÷îê S(a′,α′) íà A×A (ôîðìóëà (50)). Äàëåå ôóíêòîð AdS(a,α)

ïåðåâîäèò ïó÷îê S(a′,α′) â ñåáÿ, òàê êàê ïî ôîðìóëå (12) îáúåêò AdS(a,α)
(S(a′,α′)) ïðåä-

ñòàâëÿåò ôóíêòîð
Φ(a,α) ◦ Φ(a′,α′) ◦ Φ−1

(a,α).

Êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, èçîìîðôåí Φ(a′,α′) , òàê êàê âñå òàêèå ôóíêòîðû êîììó-
òèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêòîð, çàäàâàåìûé ïó÷êîì
J (S(a,α)) ïåðåâîäèò ñòðóêòóðíûé ïó÷îê ëþáîé òî÷êè â ñåáÿ, è çíà÷èò, ýòî åñòü íåêîòî-
ðîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L, ñîñðåäîòî÷åííîå íà äèàãîíàëè.

×òîáû íàéòè òåïåðü ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L , ïîñìîòðèì, êóäà ýòîò ôóíêòîð ïåðå-
âîäèò ðàññëîåíèå P(α′,a′) . Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 5.1.5, âèäèì, ÷òî ôóíêòîð
ΦSA

ïåðåâîäèò ðàññëîåíèå P(α′,a′) â îáúåêò O{−a′}×A ⊗ p∗2(Pα′)[n] . Íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî äàëåå ýòîò îáúåêò ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà AdS(a,α)

ïåðåõîäèò â îáúåêò
O{−a′+a}×A ⊗ p∗2(Pα′+α)[n] . È, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññëîåíèå P(α′,a′) ïîä äåéñòâèåì ôóíê-
òîðà, çàäàâàåìîãî ïó÷êîì J (S(a,α)), ïåðåõîäèò â ðàññëîåíèå P(α′+α,a′−a) . Òî åñòü ðàñ-
ñëîåíèå L èçîìîðôíî P(α,−a) . 2

Äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé A è B îáîçíà÷èì ÷åðåç Eq(A,B) ìíîæåñòâî âñåõ òî÷-
íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà èç êàòåãîðèè Db(A) â êàòåãîðèþ
Db(B) .

Äàâàéòå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà ãðóïïîèäà A è D (ò.å. êàòåãîðèè â êîòîðûõ
âñå ìîðôèçìû îáðàòèìû). Îáúåêòû îáîèõ � ýòî àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ. Ìîðôèçìû â
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ãðóïïîèäå A áóäóò èçîìîðôèçìû ìåæäó íèìè êàê àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Ìîð-
ôèçìû â B � ýòî òî÷íûå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
íà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, òî åñòü

morA(A, B) := Iso(A, B),
morD(A, B) := Eq(A, B).

Ïî òåîðåìå 5.1.7 èìååòñÿ îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà Eq(A,B) â ìíîæåñòâî Iso(A×
Â, B × B̂) , êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòè ΦE èçîìîðôèçì fE . Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå F èç D â A, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò àáåëåâó ìíîãîîáðàçèþ A ìíîãîîáðà-
çèå A× Â è íà ìîðôèçìàõ äåéñòâóåò îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.12. Îòîáðàæåíèå F : D −→ A ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî F óâàæà-
åò êîìïîçèöèþ ìîðôèçìîâ. Ðàññìîòðèì òðè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ A,B, C . È ïóñòü
E è F � îáúåêòû êàòåãîðèé Db(A×B) è Db(B × C) ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî ôóíê-
òîðû

ΦE : Db(A) −→ Db(B),
ΦF : Db(B) −→ Db(C)

ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îáúåêò â Db(A× C) , êîòîðûé ïðåä-
ñòàâëÿåò êîìïîçèöèþ ýòèõ ôóíêòîðîâ.

Ñîîòíîøåíèå (10) äàåò íàì èçîìîðôèçì AdG ∼= AdF ◦ AdE . È, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó-
÷àåì, ÷òî

ΦJ (F) ◦ ΦJ (E)
∼= (Φ−1

SA
◦AdF ◦ ΦSA

) ◦ (Φ−1
SA
◦AdE ◦ ΦSA

) ∼= Φ−1
SA
◦AdG ◦ ΦSA

∼= ΦJ (G)

Ïî òåîðåìå 5.1.7 âñå îáúåêòû J (E),J (F),J (G) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ðàññëîåíèÿìè,
ñîñðåäîòî÷åííûìè íà ãðàôèêàõ èçîìîðôèçìîâ fE , fF , fG . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ
ðàâåíñòâî fG = fF · fE . 2

Ñëåäñòâèå 5.1.13. Ïóñòü A� àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå è ΦE � àâòîýêâèâàëåíòíîñòü
ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(A) . Òîãäà ñîîòâåòñòâèå ΦE 7→ fE çàäàåò ãîìîìîðôèçì
ãðóïï

γA : Auteq Db(A) −→ Aut (A× Â).

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ôóíêòîð F : D −→ A . Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � îïèñàòü
åãî. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, êàêèå ýëåìåíòû èç Iso(A× Â, B× B̂) ìîãóò áûòü
ðåàëèçîâàíû êàê fE äëÿ íåêîòîðîãî E , à òàêæå îòâåòèòü íà âîïðîñ, êîãäà äëÿ äâóõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé E1 è E2 èìååòñÿ ðàâåíñòâî fE1 = fE2 .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì f : A × Â −→ B × B̂ . Óäîáíî çàïèñàòü åãî â
âèäå ìàòðèöû (

α β

γ δ

)
,

ãäå α � ýòî ìîðôèçì èç A â B , β � èç Â â B, γ � èç A â B̂, è δ � èç Â â
B̂. Êàæäûé ìîðôèçì f îïðåäåëÿåò äâà äðóãèõ f̂ è f̃ èç B × B̂ â A × Â, èìåþùèå
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ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå ôîðìû:

f̂ =

(
δ̂ β̂

γ̂ α̂

)
; f̃ =

(
δ̂ −β̂

−γ̂ α̂

)
.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî U(A × Â, B × B̂) êàê ïîäìíîæåñòâî â Iso(A × Â, B × B̂) ,
ñîñòîÿùåå èç òàêèõ f, ÷òî f̃ ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì ê f , ò.å.

U(A× Â, B × B̂) :=
{

f ∈ Iso(A× Â, B × B̂)
∣∣∣ f̃ = f−1

}
.

Åñëè B = A , òî ýòî ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü U(A × Â) . Îòìåòèì, ÷òî U(A × Â)
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Aut (A× Â) .

Îïðåäåëåíèå 5.1.14. Íàçîâåì èçîìîðôèçì f : A× Â
∼−→ B × B̂ èçîìåòðè÷íûì, åñëè

îí ïðèíàäëåæèò U(A× Â, B × B̂) .

Ïðåäëîæåíèå 5.1.15. Äëÿ âñÿêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ΦE : Db(A) ∼−→ Db(B) èçîìîð-
ôèçì fE ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ìû
ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà
f̃E = f−1

E äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñîâïàäåíèå ýòèõ ìîðôèçìîâ íà çàìêíóòûõ òî÷êàõ.
Ïóñòü fE ïåðåâîäèò òî÷êó (a, α) ∈ A×Â â òî÷êó (b, β) ∈ B×B̂ . Ìû äîëæíû ïîêàçàòü,
÷òî f̃E(b, β) = (a, α) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîêàçàòü, ÷òî f̂(−b, β) = (−a, α) .

Èçîìîðôèçì fE çàäàåòñÿ àáåëåâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì X ↪→ A×Â×B×B̂ . Ñëåäîâà-
òåëüíî, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî P(0,0,β,−b)⊗OX

∼= P(α,−a,0,0)⊗OX . Èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
ïîêàçàòü, ÷òî ïó÷îê

J ′ := P(−α,a,β,−b) ⊗ J (E)

èçîìîðôåí ïó÷êó J (E) .
Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.1.11 ôóíêòîð, çàäàâàåìûé ïó÷êîì J ′ , ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

ôóíêòîðîâ, ïðåäñòàâëåííûõ îáúåêòàìè J (S(−a,−α)) , J (E) è J (S(b,β)) . Òàêèì îáðàçîì,
J ′ ñîâïàäàåò ñ J (E ′) , ãäå E ′ îáúåêò èç Db(A×B) , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð

Φ(b,β) ◦ ΦE ◦ Φ(−a,−α).

À ýòà êîìïîçèöèÿ ïî ñëåäñòâèþ 5.1.10 èçîìîðôíà ôóíêòîðó ΦE . Òî åñòü îáúåêò E ′
èçîìîðôåí E , è çíà÷èò J ′ = J (E ′) ∼= J (E) . 2

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 5.1.7 è ïðåäëîæåíèÿ 5.1.15 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 5.1.16. Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä ïîëåì k . Åñëè
ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû êàê òðè-
àíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè, òîãäà ìåæäó A× Â è B× B̂ ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé
èçîìîðôèçì.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 è äîêàçàíî â [38]. Â ïàðàãðàôå 5.3 äàåòñÿ äðóãîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.
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Ñëåäñòâèå 5.1.17. Äëÿ ëþáîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ A ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå
÷èñëî íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷-
êîâ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû êàòåãîðèè Db(A) (êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàòüå [26] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ Z

ñóùåñòâóåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî àáåëåâûõ ìíîãîîáðà-
çèé, äîïóñêàþùèõ âëîæåíèå â Z â êà÷åñòâå àáåëåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåíÿÿ ýòî
óòâåðæäåíèå ê Z = A× Â è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5.1.16, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
2

5.2. Îáúåêòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè, è ãðóïïû àâòîýêâèâàëåíò-
íîñòåé. Èç ïðåäëîæåíèé 5.1.12 è 5.1.15 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîðôèçìà èç ãðóï-
ïû òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé AuteqDb(A) â ãðóïïó èçîìåòðè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ
U(A× Â) . Â ýòîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ îïèñàíèå ÿäðà ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Íàì óæå èç-
âåñòíî èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1.11, ÷òî âñå ýêâèâàëåíòíîñòè Φ(a,α)[n] ïðèíàäëåæàò ÿäðó.
Ïîêàæåì, ÷òî îíè â òî÷íîñòè è ñîñòàâëÿþò ýòî ÿäðî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàê-
òà íàì ïîíàäîáèòñÿ óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñàìî ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, åñëè ôóíêòîð ΦE ÿâëÿåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ, òî îáúåêò E íà ñàìîì äåëå åñòü ïó÷îê íà ïðîèçâåäåíèè, ñ òî÷íîñòüþ äî
ñäâèãà â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Îòìåòèì, ÷òî íàïðèìåð äëÿ Ê3 ïîâåðõíîñòåé ýòî íå
âåðíî.

Ëåììà 5.2.1. Ïóñòü E � îáúåêò íà ïðîèçâåäåíèè A×B , êîòîðûé çàäàåò ýêâèâàëåíò-
íîñòü ΦE : Db(A) −→ Db(B) . Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ q : (A× Â)× (B× B̂) −→ A×B è
îáîçíà÷èì ÷åðåç K ïðÿìîé îáðàç Rq∗J (E) , ãäå J (E) � îáúåêò îïðåäåëåííûé â 5.1.6.
Òîãäà K èçîìîðôåí îáúåêòó E ⊗ (E∨|(0,0)) , ãäå E∨|(0,0) � îáîçíà÷åíèå äëÿ êîìïëåê-
ñà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûé åñòü îáðàòíûé îáðàç îáúåêòà R·Hom(E ,OA×B)
ïðè âëîæåíèè òî÷êè (0, 0) â àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå A×B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå

Z = (A× Â)× (A×A)× (B ×B)× (B × B̂)

è îáúåêò
H = p∗1234SA ⊗ p∗35E∨[n]⊗ p∗46E ⊗ p∗5678S

∨
B[2n]

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2 î êîìïîçèöèè ôóíêòîðîâ è äèàãðàììû (51) ñëåäóåò, ÷òî J (E) ∼=
p1278∗H , è çíà÷èò îáúåêò K åñòü p17∗H . ×òîáû âû÷èñëèòü ïîñëåäíèé, ñíà÷àëà ðàñ-
ñìîòðèì ïðîåêöèþ Z íà

V = A× (A×A)× (B ×B)×B

è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç v . Òåïeðü, ÷òîáû âû÷èñëèòü v∗H , âñïîìíèì, ÷òî ôóíêòîð ΦSA

� ýòî êîìïîçèöèÿ ΦPA
è RµA∗ , ãäå

PA = p∗14O∆ ⊗ p∗23P ∈ Db((A× Â)× (A×A)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî p134∗PA
∼= OTA

[−n] , ãäå T ⊂ A×A×A ïîäìíîãîîáðàçèå, èçîìîðôíîå
A è ñîñòîÿùåå èç òî÷åê (a, 0, a) . Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî µA(a1, a2) = (a1,m(a1, a2)),
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íàõîäèì, ÷òî p134∗SA òàêæå èçîìîðôåí OTA
[−n]. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî

p134∗S∨B[2n] = OTB
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì, ÷òî

v∗H ∼= p∗123OTA
⊗ p∗24E∨ ⊗ p∗35E ⊗ p∗456OTB

íà V . Ðàññìîòðèì âëîæåíèå

j : A×A×B ×B −→ V, (a1, a2, b1, b2) 7→ (a1, 0, a2, 0, b1, b2).

Îáúåêò v∗H èçîìîðôåí j∗M , ãäå

M = (E∨|(0,0))⊗ p∗12O∆A
⊗ p∗23E ⊗ p∗34O∆B

.

È îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî K ∼= p14∗M∼= (E∨|(0,0))⊗ E . 2

Ïðåäëîæåíèå 5.2.2. Ïóñòü A è B � àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ, è E � îáúåêò êàòåãî-
ðèè Db(A×B) òàêîé, ÷òî ôóíêòîð ΦE : Db(A) ∼−→ Db(B) åñòü òî÷íàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Òîãäà E èìååò òîëüêî îäíó íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ, ò.å. îí èçîìîðôåí
îáúåêòó F [n] , ãäå F ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì íà A×B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

q : (A× Â)× (B × B̂) −→ A×B

è îáîçíà÷èì ÷åðåç q′ åå îãðàíè÷åíèå íà àáåëåâî ïîäìíîãîîáðàçèå X , êîòîðîå åñòü
íîñèòåëü ïó÷êà J (E) è ãðàôèê èçîìîðôèçìà fE . Ïî òåîðåìå 5.1.7 ïó÷îê J (E) åñòü
i∗(L) , ãäå L ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà X .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K îáúåêò R·q∗J (E) = R·q′∗L . Ìîðôèçì q′ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü d � ýòî ðàçìåðíîñòü Ker (q′) . Òîãäà dim Im (q′) =
2n− d , è çíà÷èò, ïó÷êè êîãîìîëîãèé Hj(K) òðèâèàëüíû äëÿ j 6∈ [0, d] .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 5.2.1 îáúåêò K èçîìîðôåí E ⊗ (E∨ |(0,0)) .
Ñäâèãàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, îáúåêò E â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, ìû ìîæåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî ñàìàÿ ïðàâàÿ íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ E åñòü H0(E) . Ïóñòü H−i(E), i ≥ 0, �
ýòî êðàéíÿÿ ñëåâà íåíóëåâàÿ êîãîìîëîãèÿ E , à Hk(E∨) � ñòàðøàÿ íåíóëåâàÿ êîãîìî-
ëîãèÿ îáúåêòà E∨ . Çàìåíÿÿ, åñëè íåîáõîäèìî, E íà T ∗(a,b)E , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà
(0, 0) ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ ïó÷êà Hk(E∨) . Òàê êàê íîñèòåëü E ñîâïàäàåò ñ íîñèòå-
ëåì K , òî íîñèòåëè âñåõ ïó÷êîâ êîãîìîëîãèé E ïðèíàäëåæàò Im (q′) . Â ÷àñòíîñòè,
èìååì íåðàâåíñòâî codim SuppH−i(E) ≥ d . Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîãîìîëîãèè îáúåêòà
(H−i(E))∨[−i] ñòåïåíè ìåíüøåé i + d òðèâèàëüíû.

Êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì H−i(E)[i] −→ E èíäóöèðóåò íåòðèâèàëüíûé ìîðôèçì

E∨ −→ (H−i(E))∨[−i].

Òàê êàê íîìåðà íåòðèâèàëüíûõ êîãîìîëîãèé âòîðîãî îáúåêòà ïðèíàäëåæàò ëó÷ó [i +
d,∞) , ïîëó÷àåì, ÷òî k ≥ i + d , ãäå Hk(E∨), êàê è ðàíüøå, � ñòàðøàÿ íåíóëåâàÿ
êîãîìîëîãèÿ E∨ . Òàêèì îáðàçîì, îáúåêò

(52) K = E∨ |(0,0) ⊗E
èìååò íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ ñ òåì æå ñàìûì íîìåðîì k ≥ i + d . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî âñå ïó÷êè êîãîìîëîãèé Hj(K) òðèâèàëüíû äëÿ j 6∈
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[0, d] . Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè i = 0 . È çíà÷èò, îáúåêò E èìååò òîëüêî îäíó
íåòðèâèàëüíóþ êîãîìîëîãèþ ñ íîìåðîì 0 , ñëåäîâàòåëüíî, îí èçîìîðôåí ïó÷êó. 2

Ðàññìîòðèì ñåé÷àñ ñëó÷àé B ∼= A . Ïóñòü E � ïó÷îê íà A×A òàêîé, ÷òî ΦE ÿâëÿåòñÿ
àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ìû õîòèì îïèñàòü âñå òàêèå E , äëÿ êîòîðûõ fE òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå, ò.å. åãî ãðàôèê X ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ â (A × Â) × (A × Â) . Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåêò

K = E∨ |(0,0) ⊗E = R·q∗J (E)

èìååò âèä ∆∗(M) , ãäå M � îáúåêò íà A , à ∆ : A −→ A×A � äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå.
Â íà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà (0, 0) ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ ïó÷êà E . Ñëåäîâà-

òåëüíî, E∨ |(0,0) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì êîìïëåêñîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà
óñëîâèå K = ∆∗(M) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïó÷êà E íà A òàêîãî, ÷òî E ∼= ∆∗(E) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ΦE(·) ∼= E ⊗ (·) . Òàê êàê ΦE � àâòîýêâèâàëåíòíîñòü, òî E ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå fE = id ìîæåò âûïîëíÿòñÿ
òîëüêî åñëè E ∈ Pic0(A) .

Åñëè òî÷êà (0, 0) íå ïðèíàäëåæèò Supp E , ìîæíî çàìåíèòü E íà ïó÷îê E ′ :=
T(a1,a2)∗E òàê, ÷òî åãî íîñèòåëü óæå ñîäåðæèò (0, 0) . Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1.11 ñëåäó-
åò, ÷òî fE ′ = fE . Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, èìååòñÿ èçîìîðôèçì E ′ ∼= ∆∗(E′) , ãäå
E′ ∈ Pic0(A) . Ñëåäîâàòåëüíî, E ∼= T(a1−a2,0)∗∆∗(E′) . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñëåä-
ñòâèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.3. Ïóñòü A � àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ÿäðî ãîìîìîðôèçìà

γA : AuteqDb(A) −→ U(A× Â)

ñîñòîèò èç àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé âèäà Φ(a,α)[i] = Ta∗(·) ⊗ Pα[i] è, ñëåäîâàòåëüíî,
èçîìîðôíî ãðóïïå Z⊕ (A× Â)k , ãäå (A× Â)k � ãðóïïà k-òî÷åê àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ
A× Â .

Ñëåäñòâèå 5.2.4. Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ, à E1 è E2 � îáúåê-
òû íà ïðîèçâåäåíèè A×B , êîòîðûå çàäàþò ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðîèçâîäíûìè
êàòåãîðèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Òîãäà, åñëè fE1 = fE2 , òî

E2
∼= Ta∗E1 ⊗Pα[i]

äëÿ íåêîòîðîé k-òî÷êè (a, α) ∈ A× Â .

5.3. Ïîëóîäíîðîäíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ. Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ΦE èç Db(A) â Db(B) èíäóöèðóåò èçîìåòðè÷íûé èçî-
ìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé A× Â è B× B̂. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå k

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è char (k) = 0 . È â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, èñïîëüçóÿ òåõíèêó
ñòàòüè [30] è ðåçóëüòàòû èç [7], áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì
f : A × Â −→ B × B̂ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òàêèì îáðàçîì. Òîò ôàêò, ÷òî ñóùåñòâî-
âàíèå èçîìåòðè÷íîãî èçîìîðôèçìà ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè A × Â è B × B̂ âëå÷åò
ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé Db(A) è Db(B) , áûë äîêàçàí â ñòàòüå [38].
Ìû, òàêèì îáðàçîì, äàåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà.
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Â íà÷àëå íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè
D äàåò îòîáðàæåíèå φL èç D â D̂ , êîòîðîå ïîñûëàåò òî÷êó d â òî÷êó, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ðàññëîåíèþ T ∗dL ⊗ L−1 ∈ Pic0(D) . Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåò âëîæåíèå NS(D) â
Hom(D, D̂) . Áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : D −→ D̂ ïðèíàäëåæèò îáðàçó
NS(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ̂ = φ .

Ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëîåíèÿ íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè ïîçâîëÿþò îáîáùèòü îïèñàí-
íûé âûøå ôåíîìåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì èç NS(D) ⊗ Q ìîæíî
ñâÿçàòü íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå íà D × D̂, è ëþáîå òàêîå ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷àåòñÿ èç
ïîëóîäíîðîäíîãî ðàññëîåíèÿ (ñì. ïðåäëîæåíèå 5.3.6 è ëåììó 5.1.10 íèæå).

Â íà÷àëå íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíûõ è ïîëóîäíîðîäíûõ ðàññëîåíèé íà àáå-
ëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è íåêîòîðûå ôàêòû ïðî íèõ.

Îïðåäåëåíèå 5.3.1. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D íàçûâà-
åòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè T ∗d (E) ∼= E äëÿ êàæäîé òî÷êè d ∈ D .

Îïðåäåëåíèå 5.3.2. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå F íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D íàçûâà-
åòñÿ óíèïîòåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôèëüòðàöèÿ

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F

òàêàÿ, ÷òî Fi/Fi−1
∼= OD äëÿ âñåõ i = 1, ..., n .

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò õàðàêòåðèçàöèþ îäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.3. [28], [30] Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëåâîì ìíîãî-
îáðàçèè D . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) E � îäíîðîäíîå,
(ii) ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ Pi ∈ Pic0(D) è óíèïîòåíòíûå ðàññëîåíèÿ

Fi òàêèå, ÷òî E ∼= ⊕
i
(Fi ⊗ Pi) .

Îïðåäåëåíèå 5.3.4. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D íàçûâà-
åòñÿ ïîëóîäíîðîäíûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè d ∈ D ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
L íà D òàêîå, ÷òî T ∗d (E) ∼= E ⊗L . ( Îòìåòèì, ÷òî L â ýòîì ñëó÷àå ïðèíàäëåæèò
Pic0(D) ).

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè åãî
àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ ñîâïàäàåò ñ ïîëåì k .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [30].

Ïðåäëîæåíèå 5.3.5. ( [30], Th.5.8.) Ïóñòü E � ïðîñòîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà
àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) dimHj(D, End(E)) =
(
n
j

)
äëÿ ëþáîãî j = 0, ..., n,

(2) E � ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå,
(3) End(E) � îäíîðîäíîå ðàññëîåíèå,
(4) ñóùåñòâóþò èçîãåíèÿ π : Y −→ D è ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà Y òàêèå,

÷òî E ∼= π∗(L).
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Ïóñòü E áóäåò âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè D . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
µ(E) êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè det(E)

r(E) â NS(D)⊗Z Q .
Ñ ëþáûì ýëåìåíòîì µ = [L]

l ∈ NS(D)⊗ZQ , è çíà÷èò, ñ ëþáûì ðàññëîåíèåì E , ìîæíî
ñâÿçàòü íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå Φµ ⊂ D × D̂ , çàäàííîå ïî ïðàâèëó Φµ = Im

[
D

(l,φL)−→
D×D̂

]
. Ãäå φL � õîðîøî èçâåñòíîå îòîáðàæåíèå èç D â D̂ , êîòîðîå ïîñûëàåò òî÷êó d

â òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàññëîåíèþ T ∗dL⊗L−1 ∈ Pic0(D) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç q1 è q2

ïðîåêöèè Φµ íà D è D̂ ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì L , ïîëó÷àåòñÿ ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ φL : D −→ D̂ .

Â ðàáîòå [30] äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ ïðîñòûõ ïîëóîäíîðîäíûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.6. ([30], 7.10.) Ïóñòü µ = [L]
l , ãäå [L] � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ðàññëîåíèÿ L â NS(D) è l íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà

(1) Ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E

ñ íàêëîíîì µ(E) = µ.
(2) Âñÿêîå ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E ′ ñ íàêëîíîì

µ(E ′) = µ èìååò âèä E ⊗M äëÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ
M∈ Pic0(D).

(3) Âûïîëíåíû ðàâåíñòâà r(E)2 = deg(q1), è χ(E)2 = deg(q2).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü âñå ïîëóîäíîðîäíûå âåêòîðíûå
ðàññëîåíèÿ â òåðìèíàõ ïðîñòûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.7. ( [30], 6.15, 6.16) Âñÿêîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå F
ñ íàêëîíîì µ èìååò ôèëüòðàöèþ

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F
òàêóþ, ÷òî Ei = Fi/Fi−1 ïðîñòûå ïîëóîäíîðîäíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ñ òåì æå
ñàìûì íàêëîíîì µ . È âñÿêîå ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå ñòàáèëüíî.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïðî ïîëóîäíîðîäíûå ðàññëîåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè
ñëåäñòâèÿìè ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé, áóäóò ïîëåçíû íàì â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 5.3.8. Äâà ïðîñòûõ ïîëóîäíîðîäíûõ ðàññëîåíèÿ E1 è E2 ñ îäíèì è òåì æå
íàêëîíîì µ ëèáî èçîìîðôíû, ëèáî îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, ò.å. ëèáî E1 = E2 , ëèáî

Exti(E1, E2) = 0, Exti(E2, E1) = 0

äëÿ âñåõ i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.3.6 ñëåäóåò, ÷òî E2
∼= E1 ⊗M , è, ñëåäîâàòåëü-

íî, Hom(E1, E2) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ðàññëîåíèåì. Âñÿêîå îäíîðîäíîå ðàññëîåíèå ïî
ïðåäëîæåíèþ 5.3.3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû óíèïîòåíòíûõ ðàññëîåíèé, ïîäêðó÷åí-
íûõ íà ëèíåéíûå èç Pic0(D) . Ïîýòîìó, ëèáî âñå êîãîìîëîãèè Hom(E1, E2) ðàâíû íóëþ,
è çíà÷èò, ðàññëîåíèÿ E1 è E2 îðòîãîíàëüíû, ëèáî ó Hom(E1, E2) ñóùåñòâóåò íåíóëå-
âîå ñå÷åíèå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì èç E1 â E2 . Íî
ýòè äâà ðàññëîåíèÿ ñòàáèëüíû è èìåþò îäèíàêîâûé íàêëîí. Çíà÷èò, ëþáîé íåíóëåâîé
ãîìîìîðôèçì íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. 2
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Ëåììà 5.3.9. Ïóñòü E � ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà àáåëåâîì
ìíîãîîáðàçèè D . Òîãäà T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ , åñëè è òîëüêî åñëè (d, δ) ∈ Φµ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàâàéòå â íà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè (d, δ) ∈ Φµ èìå-
åòñÿ èçîìîðôèçì T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ . Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì l = r(E) è L = det(E) .
Ìû çíàåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ Φµ ìîæíî çàïèñàòü (d, δ) = (lx, φL(x)) äëÿ íåêîòîðîé
òî÷êè x ∈ D . Òàê êàê E ïîëóîäíîðîäíî, íàéäåòñÿ ëèíåéíîå ðàññëîåíèå M ∈ Pic0(D)
òàêîå, ÷òî

(53) T ∗x (E) ∼= E ⊗M.

Ñðàâíèâàÿ äåòåðìèíàíòû, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî T ∗x (L) ∼= L ⊗ M⊗l . Ïî îïðåäåëåíèþ
îòîáðàæåíèÿ φL , ýòî çíà÷èò, ÷òî PφL(x) = M⊗l . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èòåðèðóÿ ðàâåíñòâî
(53) l-ðàç, ïîëó÷àåì

T ∗lx(E) ∼= E ⊗M⊗l = E ⊗ PφL(x).

È, ñëåäîâàòåëüíî, T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ , òàê êàê (d, δ) = (lx, φL(x)) .
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Äàâàéòå ââåäåì ïîäãðóïïó Σ0(E) ⊂ D̂, çàäàííóþ óñëîâèåì

(54) Σ0(E) := {δ ∈ D̂ | E ⊗ Pδ
∼= E}.

Òàê êàê E ïîëóîäíîðîäíî, òî ðàññëîåíèå End(E) îäíîðîäíî ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3.5.
Òàêèì îáðàçîì, End(E) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ⊕

i
(Fi ⊗ Pi) , ãäå âñå Fi óíèïî-

òåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, H0(End(E)⊗P) 6= 0 íå áîëåå ÷åì äëÿ r2 ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé
P ∈ Pic0(D) . Òî åñòü ïîðÿäîê ãðóïïû Σ0(E) íå áîëüøå r2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç-
âåñòíî, ÷òî q2(Ker (q1)) ⊂ Σ0(E) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà ord Σ0(E) = r2 è
q2(Ker (q1)) = Σ0(E) .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (d, δ) ∈ D × D̂ .
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó δ′ ∈ D̂ òàêóþ, ÷òî (d, δ′) ∈ Φµ . Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî,
â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ èçîìîðôèçì T ∗d (E) ∼= E ⊗ Pδ′ . Ñëåäîâàòåëüíî, E ⊗ P(δ−δ′)

∼=
E , è çíà÷èò (δ − δ′) ∈ Σ0(E) . Íî òàê êàê Σ0(E) = q2(Ker (q1)) , òî òî÷êà (0, δ − δ′)
ïðèíàäëåæèò Φµ . È çíà÷èò, òî÷êà (d, δ) òàêæå ïðèíàäëåæèò Φµ . 2

Òåïåðü ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, êàê ïî èçîìåòðè÷íîìó èçîìîð-
ôèçìó f ìîæíî ïîñòðîèòü îáúåêò E íà ïðîèçâåäåíèè òàêîé, ÷òî îí çàäàåò ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé, è äëÿ êîòîðîãî fE ñîâïàäàåò ñ f .

Êîíñòðóêöèÿ 5.3.10. Äàâàéòå çàôèêñèðóåì èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì f : A×Â −→
B×B̂ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ åãî ãðàôèê. Èçîìîðôèçì f, êàê è ðàíüøå, áóäåì çàïèñûâàòü
â ìàòðè÷íîé ôîðìå

f =

(
x y

z w

)

Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî y : Â −→ B ÿâëÿåòñÿ èçîãåíèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü îòîáðàæåíèþ f ýëåìåíò g ∈ Hom(A×B, Â×B̂)⊗ZQ , êîòîðûé èìååò ñëåäóþùóþ
ôîðìó:

g =

(
y−1x −y−1

−ŷ−1 wy−1

)
.
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Ýëåìåíò g çàäàåò íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå íà (A×B)× (Â× B̂) . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
èçîìåòðè÷íîñòü f âëå÷åò ðàâåíñòâî ĝ = g . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýëåìåíò g íà ñàìîì äåëå
ïðèíàäëåæèò îáðàçó NS(A×B)⊗Z Q ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè â Hom(A×B, Â×
B̂) ⊗Z Q (ñì. íàïðèìåð [32]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò µ = [L]

l ∈ NS(A × B) òàêîå,
÷òî Φµ ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì ñîîòâåòñòâèÿ g . Ïðåäëîæåíèå 5.3.6 ãîâîðèò íàì, ÷òî
ïî êàæäîìó µ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòîå ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå E íà A × B ñ
íàêëîíîì µ(E) = µ .

×óòü íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêòîð ΦE èç Db(A) â Db(B) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ è fE = f . Íî ñíà÷àëà äàâàéòå ñðàâíèì ãðàôèêè Γ è Φµ . Åñëè òî÷êà
(a, α, b, β) ïðèíàäëåæèò Γ , òî

b = x(a) + y(α),
β = z(a) + w(α),

è, ñëåäîâàòåëüíî, α = −y−1x(a) + y−1(b),
β = (z − wy−1x)(a) + wy−1(b).

Èçîìåòðè÷íîñòü f âëå÷åò ðàâåíñòâî (z − wy−1x) = −ŷ−1 . È çíà÷èò, òî÷êà (a, α, b, β)
ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó Γ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a,−α, b, β) ïðèíàäëåæèò Φµ .
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèì, ÷òî

Φµ = (1A,−1 bA, 1B, 1 bB)Γ.

Â ÷àñòíîñòè, èç-çà òîãî, ÷òî f èçîìîðôèçì, ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèè Φµ íà A × Â è
B × B̂ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.11. Ïóñòü E � ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå íà A×B , ïîñòðîåííîå
ïî èçîìåòðè÷íîìó èçîìîðôèçìó f , îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Òîãäà ôóíêòîð ΦE :
Db(A) −→ Db(B) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ea îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ E íà ñëîé {a}×B . Ïî
òåîðåìå 2.1.5 äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ΦE âïîëíå ñòðîãèé, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî âñå ðàññëîåíèÿ Ea ïðîñòûå è îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó äëÿ ðàçíûõ òî÷åê.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ðàíã ðàññëîåíèÿ E ðàâåí ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3.6 êâàäðàòíî-
ìó êîðíþ èç ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ Φµ −→ A×B , ò.å. åñòü

√
deg(β) .

Èç ïîëóîäíîðîäíîñòè E íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî âñå ðàññëîåíèÿ Ea òàêæå ïîëó-
îäíîðîäíû. Êðîìå òîãî, íàêëîí îãðàíè÷åíèÿ µ(Ea) ðàâåí δβ−1 ∈ NS(B) ⊗ Q ⊂
Hom(B, B̂)⊗Q . Îáîçíà÷èì δβ−1 äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç ν , ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê ýëåìåíò
NS(B) ⊗ Q . Ïðåäëîæåíèå 5.3.6 óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîãî ïîëóîäíîðîäíîãî
ðàññëîåíèÿ F íà B ñ äàííûì íàêëîíîì µ(F) = ν . Î÷åâèäíî, ÷òî Φν â ýòîì ñëó÷àå
åñòü Im

[
Â

(β,δ)−→ B× B̂
]
. Òàê êàê f èçîìîðôèçì, òî îòîáðàæåíèå Â

(β,δ)−→ B× B̂ ÿâëÿåò-
ñÿ âëîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 5.3.6 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
r(F) =

√
deg(β) = r(Ea) . Òàêèì îáðàçîì, äâà ðàññëîåíèÿ F è Ea ïîëóîäíîðîäíû è

èìåþò îäèíàêîâûå íàêëîí è ðàíã. Êðîìå òîãî, ðàññëîåíèå F ïðîñòîå. Èç ïðåäëîæåíèé
5.3.7 è 5.3.6 (2) ñëåäóåò, ÷òî Ea òàêæå ïðîñòîå ðàññëîåíèå.

Äàëåå, èç ëåììû 5.3.8 ñëåäóåò, ÷òî ðàññëîåíèÿ Ea1 è Ea2 äëÿ äâóõ òî÷åê a1, a2 ∈
A ëèáî îðòîãîíàëüíû, ëèáî èçîìîðôíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè èçîìîðôíû. Òàê êàê
ðàññëîåíèå E ïîëóîäíîðîäíî, òî

(55) T ∗(a2−a1,0)E ∼= E ⊗ P(α,β)
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äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (α, β) ∈ Â× B̂ . Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

Ea2 ⊗Pβ
∼= Ea1

∼= Ea2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, Pβ ∈ Σ0(Ea) (ñì. (54)).
Ïî ëåììå 5.3.9 è ïðåäëîæåíèþ 5.3.6 ïîðÿäêè Σ0(E) è Σ0(Ea) ðàâíû r2 . Ìû óòâåð-

æäàåì, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå σ : Σ0(E) −→ Σ0(Ea) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëàñü áû òî÷êà α′ ∈ Â òàêàÿ, ÷òî E ⊗Pα′ ∼= E .
È ïî ëåììå 5.3.9 òîãäà (0, α′, 0, 0) ∈ Φµ . À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïðîåêöèÿ
Φµ −→ B × B̂ åñòü èçîìîðôèçì.

Òåïåðü, åñëè σ èçîìîðôèçì, òî íàéäåòñÿ òî÷êà α′ ∈ Â òàêàÿ, ÷òî E ⊗ P(α′,β)
∼= E .

Èç ðàâåíñòâà (55) ñëåäóåò, ÷òî

T ∗(a2−a1,0)E ∼= E ⊗ P(α−α′,0).

Ïî ëåììå 5.3.9 ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êà (a2 − a1, α − α′, 0, 0) ïðèíàäëåæèò Φµ . Îïÿòü,
òàê êàê ïðîåêöèÿ Φµ −→ B× B̂ åñòü èçîìîðôèçì, òî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî a2− a1 = 0 .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ ðàçíûõ òî÷åê a1 and a2 ðàññëîåíèÿ Ea1 è Ea2 îðòîãîíàëü-
íû . È, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð ΦE : Db(A) −→ Db(B) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì. Ïî
òåì æå ñîîáðàæåíèÿì ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð ΨE∨ òàê æå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ΦE � ýêâèâàëåíòíîñòü. 2

Ïðåäëîæåíèå 5.3.12. Ïóñòü E � ïîëóîäíîðîäíîå ðàññëîåíèå, ïîñòðîåííîå îïèñàííûì
âûøå ñïîñîáîì ïî èçîìåòðè÷íîìó èçîìîðôèçìó f : A× Â −→ B × B̂ . Òîãäà èìååòñÿ
ðàâåíñòâî fE = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ãðàôèê ìîðôèçìà fE . Èç ñëåäñòâèÿ 5.1.10 ñëå-
äóåò, ÷òî òî÷êà (a, α, b, β) ïðèíàäëåæèò X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Tb∗E ⊗ Pβ
∼= T ∗a E ⊗ Pα.

×òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
T ∗(a,b)E ∼= E ⊗ P(−α,β).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 5.3.9 ïîëó÷àåì, ÷òî X = (1A,−1 bA, 1B, 1 bB)Φµ ãäå µ = µ(E)
ýòî íàêëîí E . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â 5.3.10 ãðàôèê Γ îòîá-
ðàæåíèÿ f òàêæå åñòü (1A,−1 bA, 1B, 1 bB)Φµ . Çíà÷èò, èçîìîðôèçìû fE è f ñîâïàäàþò.
2

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàññëîåíèÿ E ïî èçîìîðôèçìó f ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îòîáðàæå-
íèå y : Â −→ B ÿâëÿåòñÿ èçîãåíèåé. Åñëè ýòî íå òàê, òî ïðåäñòàâèì f êàê êîìïîçèöèþ
äâóõ îòîáðàæåíèé f1 ∈ U(A × Â, B × B̂) è f2 ∈ U(A × Â) äëÿ êîòîðûõ y1 è y2 ÿâ-
ëÿþòñÿ èçîãåíèÿìè. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî
fi íàéäåì ñâîé îáúåêò Ei , äàëåå ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ôóíêòîðîâ ΦEi è âîçüìåì
îáúåêò, åå ïðåäñòàâëÿþùèé.

Óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â ýòîì è ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ìû ìîæåì îáúåäèíèòü
â ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.3.13. Ïóñòü A è B � äâà àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 . Òîãäà îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè êî-
ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(A) è Db(B) ýêâèâàëåíòíû êàê òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì f : A × Â
∼−→

B × B̂.

Òåîðåìà 5.3.14. Ïóñòü A àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè 0 . Òîãäà ãðóïïà òî÷íûõ àâòîýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâîäíîé êàòå-
ãîðèè AuteqDb(A) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ñëåäóþùóþ êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ãðóïï:

0 −→ Z⊕ (A× Â)k −→ AuteqDb(A) −→ U(A× Â) −→ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà AuteqDb(A) èìååò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó (A×Â)k , êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç ôóíêòîðîâ âèäà Ta∗(·)⊗Pα , ãäå (a, α) ∈ A× Â . Ôàêòîð ïî ýòîé ïîäãðóïïå
ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì U(A× Â) ñ ïîìîùüþ Z .

Ýòî öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûì 2-êîöèêëîì ôîðìóëó äëÿ êî-
òîðîãî ìîæíî íàéòè â [37].

Ïðèìåð 5.3.15. Ðàññìîòðèì àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå A , äëÿ êîòîðîãî êîëüöî ýíäîìîð-
ôèçìîâ End(A) èçîìîðôíî êîëüöó Z . Òîãäà ãðóïïà Íåðîíà-Ñåâåðè NS(A) èçîìîðôíà
ãðóïïå Z . Îáîçíà÷èì ÷åðåç L è M îáðàçóþùèå NS(A) è NS(Â) ñîîòâåòñòâåííî. Êîì-
ïîçèöèÿ φM◦φL åñòü N · idA ñ íåêîòîðûì N > 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà U(A×Â) ñîâ-
ïàäàåò ñ êîíãðóåíö-ïîäãðóïïîé Γ0(N) ⊂ SL(2,Z) . Äàëåå, ïóñòü B � ýòî äðóãîå àáåëåâî
ìíîãîîáðàçèå òàêîå, ÷òî B × B̂ èçîìîðôíî A× Â . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé òàêîé
èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì. Àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå B ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
îáðàç íåêîòîðîãî ìîðôèçìà A

(k·id, mφL)−−−−−−−→ A×Â . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Í.Î.Ä.(k, m) = 1 .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ ýòîò ìîðôèçì èç A â B . ßäðî ψ åñòü Ker (mφL) ∩ Ak . Òàê êàê
Í.Î.Ä.(k, m) = 1 , òî íà ñàìîì äåëå Ker (ψ) = Ker (φL) ∩ Ak . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååò
ìåñòî âêëþ÷åíèå Ker (φ) ⊂ AN . Òàêèì îáðàçîì, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì N . Êàæäûé k äåëèòåëü N èíäóöèðóåò àáåëåâî ìíîãîîá-
ðàçèå B := A/(Ker (φL) ∩ Ak) . Î÷åâèäíî, ÷òî äâà ðàçíûõ äåëèòåëÿ N íåèçîìîðôíûå
àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ. Áîëåå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âëîæåíèå B â A× Â ðàñùåï-
ëÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Í.Î.Ä.(k, N/k) = 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî àáåëåâûõ
ìíîãîîáðàçèé B òàêèõ, ÷òî Db(B) ' Db(A) ñîâïàäàåò ñ 2s , ãäå s � ÷èñëî ïðîñòûõ
äåëèòåëåé N .
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