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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ñóïåðïîçèöèè (çàìåíû ïåðå-
ìåííîé)

f → f ◦ ϕ
â íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ â ãàðìîíè÷åñêîì
àíàëèçå. (Êàê îáû÷íî (f ◦ ϕ)(t) = f(ϕ(t)).)

Äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f íà îêðóæíîñòè T ðàññìîòðèì èõ ðàçëîæåíèÿ
â ðÿä Ôóðüå

f(t) ∼
∑
k∈Z

f̂(k)eikt.

Ñ ðÿäàìè Ôóðüå ñâÿçàíû ìíîãèå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â àíàëèçå ïðîñòðàíñòâà
�õîðîøèõ� ôóíêöèé. Ïðèìåðàìè ñëóæàò: ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ
óñëîâèåì ∑

k

|f̂(k)| <∞

(àëãåáðà Âèíåðà), åãî îáîáùåíèå � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå êîòîðûõ f̂ ñóììèðóåìî ñî ñòåïåíüþ p, ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èëè ñ çàäàííûì
èõ ðàñïðåäåëåíèåì è äðóãèå.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ X òàêîãî òèïà (ïî áîëüøåé ÷àñòè â ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà) åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå òðè
âîïðîñà.

1. Ìîæíî ëè ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íà T ïðèâåñòè â X ïðè
ïîìîùè ãîìåîìîðôíîé çàìåíû ïåðåìåííîé, ò.å. âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè f íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì h îêðóæíîñòè T íà ñåáÿ òàêîé, ÷òî
f ◦ h ∈ X?

2. Êàêèå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè ϕ â ñåáÿ (âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿ-
þòñÿ ãîìåîìîðôèçìû) äîïóñòèìû â X (èëè äåéñòâóþò â X), ò.å. îáëàäàþò òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ X ìû èìååì f ◦ ϕ ∈ X?

3. Êàêèå ôóíêöèè f óñòîé÷èâû â X, ò.å. îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h îêðóæíîñòè T ìû èìååì f ◦ h ∈ X?

Âòîðîé âîïðîñ äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ. Èìåÿ äâà ïðîñòðàíñòâà
X è Y ôóíêöèé íà T ìû ìîæåì ñïðîñèòü, êàêèå îòîáðàæåíèÿ ϕ îêðóæíîñòè
äåéñòâóþò èç X â Y, ò.å. îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ X
ìû èìååì f ◦ ϕ ∈ Y. Ðåçîííî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ò.å.
ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà òîðå Tn, à òàêæå, íå îãðàíè÷èâàÿñü ïåðèîäè÷åñêèì
ñëó÷àåì, ðàññìàòðèâàòü êëàññû ôóíêöèé íà ïðÿìîé R èëè íà Rn, åñòåñòâåííûì
îáðàçîì õàðàêòåðèçóåìûå ïîâåäåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Íà÷àëî èññëåäîâàíèé â íàïðàâëåíèè, ñâÿçàííîì ñ ïðèâîäèìîñòüþ, áûëî ïî-
ëîæåíî Ã. Áîðîì, êîòîðûé â 1935 ã., óëó÷øèâ áîëåå äàâíèé ðåçóëüòàò Æ. Ïàëà,
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ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà T ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì h : T → T òàêîé, ÷òî f ◦ h èìååò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
Ôóðüå. Ïî-âèäèìîìó ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò Áîðà â öåëîì ïîëîæèë
íà÷àëî èçó÷åíèþ îïåðàòîðîâ ñóïåðïîçèöèè â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå. Â äàëüíåé-
øåì çàäà÷à î ïðèâîäèìîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàëàñü À. Ì.
Îëåâñêèì, Æ.-Ï. Êàõàíîì, È. Êàöíåëüñîíîì, À. À. Ñààêÿíîì, Á. Ñ. Êàøèíûì,
Ä. Âàòåðìàíîì. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ýòîé òåìàòèêå ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå Îëåâ-
ñêîãî 1 (ñì. òàêæå åãî ðàáîòó 2). Ïîçæå íåêîòîðûå ïîñòàâëåííûå òàì ïðîáëåìû
ðàññìàòðèâàëèñü àâòîðîì íàñòîÿùåé ðàáîòû â 3 è 4.

Çíà÷èòåëüíî ìåíåå èçó÷åíî íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ äîïóñòèìûìè çàìåíàìè
ïåðåìåííîé. Ïåðâûì çíà÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâèëàñü òåîðåìà À. Áåðëèíãà è
Ã. Õåëñîíà (ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ãëàäêîñòè îäíîâðåìåííî ïîëó-
÷åííàÿ Ç. Ë. Ëåéáåíçîíîì). Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå â ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî ñõî-
äÿùèõñÿ ðÿäîâ Ôóðüå íåò íåòðèâèàëüíûõ äîïóñòèìûõ çàìåí. Â äàëüíåéøåì äëÿ
ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé âîïðîñ îá îïåðàòîðàõ ñóïåðïîçèöèè, äåéñòâóþùèõ â
ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàññìàòðèâàëñÿÆ.-Ï. Êàõàíîì, È. Êàöíåëüñîíîì, Í. Ëåáëà-
íîì, Ë. Àëïàðîì, Ð. Êàóôìàíîì, È. Äîìàðîì, Ë. Õåðìàíäåðîì. Îáçîð íåêîòîðûõ
èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ èìååòñÿ â ðàáîòå Êàõàíà 5. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ î äîïóñòèìûõ çà-
ìåíàõ â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èç
lp è â ïðîñòðàíñòâå lp -ìóëüòèïëèêàòîðîâ Ôóðüå áûë ïîëó÷åí ñîâìåñòíî àâòîðîì
è À. Ì. Îëåâñêèì 6,7,8,9.

Åùå ìåíåå èçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ óñòîé÷èâîñòüþ. Ïåð-
âûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû Ê. Ãîôôìàíîì è Ä. Âàòåðìàíîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè T, èìåþùèõ ñõîäÿùèéñÿ âñþäó ðÿä Ôóðüå, à òàêæå
À. Áåðíñòàéíîì è Ä. Âàòåðìàíîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, èìåþùèõ ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå. Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé
íà T ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðàññìàòðèâàëñÿ Âà-
òåðìàíîì. Ýòîò âîïðîñ ðàññìàòðèâàë òàêæå Ã. Ò. Îíèàíè.

1Îëåâñêèé À. Ì., �Ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, ÓÌÍ, 40:3(243) (1985), 157�193.
2Îëåâñêèé À. Ì., �Ãîìåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè, ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, Proceedings of the

International Congress of Mathematicians (Berkeley, CA, USA, 1986), Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1987, 976�
989.

3Ëåáåäåâ Â. Â., �Çàìåíà ïåðåìåííîé è ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�, Ìàòåì. ñá., 181:8 (1990),
1099�1113.

4Ëåáåäåâ Â. Â., �Ãîìåîìîðôèçìû òîðà, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå è èíòåãðàëüíàÿ ãëàäêîñòü�, Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì.,
12, 1992, 37�42.

5Kahane J.-P., �Quatre le�cons sur les hom�eomorphismes du circle et les s�eries de Fourier�, in: Topics in Modern
Harmonic Analysis, Vol. II, Ist. Naz. Alta Mat. Francesco Severi, Roma, 1983, 955�990.

6Lebedev V., Olevski�� A., �C1 changes of variable: Beurling�Helson type theorem and H�ormander conjecture on
Fourier multipliers�, Geometric and Functional Analysis (GAFA), 4:2 (1994), 213�235.

7Lebedev V., Olevski�� A., �Idempotents of Fourier multiplier algebra�, Geometric and Functional Analysis (GAFA),
4:5 (1994), 540�544.

8Lebedev V., Olevski�� A., �Bounded groups of translation invariant operators�, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 322
(1996), 143�147.

9Ëåáåäåâ Â. Â., Îëåâñêèé À. Ì., �Lp -ìóëüòèïëèêàòîðû Ôóðüå ñ îãðàíè÷åííûìè ñòåïåíÿìè�, Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð.
ìàòåì., 70:3 (2006), 129�166.
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Öåëü ðàáîòû.

Â äèññåðòàöèè, â îñíîâíîì, èññëåäóåòñÿ ðÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äîïóñòè-
ìûìè çàìåíàìè è ñ óñòîé÷èâîñòüþ. Ìíîãèå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ñóïåðïîçèöèè
f → f ◦ ϕ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðîÿâëÿþòñÿ â òîì, êàê ïðè áîëüøèõ ÷à-
ñòîòàõ n ∈ Z âåäóò ñåáÿ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ýêñïîíåíòû einϕ(t). Èçó÷åíèþ òàêèõ
ýêñïîíåíò ìû óäåëÿåì îñîáîå âíèìàíèå. Ïîëó÷åíèå îöåíîê èõ íîðì â ðàçëè÷-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ � îäíà èç öåëåé ðàáîòû. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå âîïðîñû,
íà ïåðâûé âçãëÿä íå îòíîñÿùèåñÿ ê óêàçàííîé òåìàòèêå, â äåéñòâèòåëüíîñòè ìî-
ãóò áûòü ñâåäåíû ê çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ îïåðàòîðàìè ñóïåðïîçèöèè. Â ïåðâóþ
î÷åðåäü ýòî êàñàåòñÿ ïîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé (èíäèêàòîðîâ) îáëàñòåé â Rn. Âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ îáëàñòåé ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæèò Lp � âòîðàÿ öåëü ðàáîòû. Â
òîì, ÷òî êàñàåòñÿ óñòîé÷èâîñòè � öåëü ðàáîòû ïîëó÷èòü èíâàðèàíòíûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå èç íèõ ñîñòîÿò â ñëå-
äóþùåì:

1. Ïîëó÷åíî ïðèíöèïèàëüíîå óñèëåíèè òåîðåìû Áåðëèíãà�Õåëñîíà, òåì ñàìûì
ïîëó÷åíî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå èçâåñòíîé ïðîáëåìû Êàõàíà, ñôîðìóëèðîâàííîé èì
íà Âñåìèðíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ â Ñòîêãîëüìå â 1962 ã.

2. Ïîëó÷åíû îöåíêè íîðì ýêñïîíåíò eiλϕ â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èç lp äëÿ C1 -ãëàäêèõ ôàçîâûõ ôóíêöèé ϕ.

3. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè îáëàñòè ñ C1 -ãëàäêîé ãðàíèöåé ïðèíàäëåæèò Lp. Â ñëó÷àå ïëîñêèõ
îáëàñòåé ïîêàçàíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ íåóëó÷øàåìû.

4. Â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé íà T ïîëó-
÷åíî íåîáõîäèìîå èíâàðèàíòíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ïîìîùè ýòîãî ðåçóëü-
òàòà äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè ïîëó÷å-
íû èíâàðèàíòíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â ýòèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
êëàññîâ óñòîé÷èâûõ ôóíêöèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, à òàêæå îáùèå ìåòîäû
òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîòû ìî-
ãóò íàéòè ïðèìåíåíèÿ â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ:
� ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (â òå÷å-
íèè ðÿäà ëåò);
� ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà;
� Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëî-
âà;
� êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà Ñàìàðñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà;
� îòäåëà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè Ïîëüñêîé Àêàäåìèè
Íàóê, Âàðøàâà, Ïîëüøà;
� îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà øòàòà Äæîðäæèÿ, Àòëàíòà,
ÑØÀ;
� îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè Òåëü-Àâèâñêîãî óíèâåðñèòåòà, Òåëü-Àâèâ, Èçðàèëü;
� îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè Âàðøàâñêîãî óíèâåðñèòåòà, Âàðøàâà, Ïîëüøà;

è íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:
� British-Russian Workshop in Functional Analysis; Ýéëåðîâñêèé ìåæäóíàðîäíûé
ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 13-17 îêòÿáðÿ, 1996;
� 9-àÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà, Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ
ïðèëîæåíèÿ; Ñàðàòîâ, 26 ÿíâàðÿ-1 ôåâðàëÿ, 1998;
� 7th Summer St. Petersburg Meeting in Mathematical Analysis; Ýéëåðîâñêèé ìåæ-
äóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 17-20 èþíÿ, 1998;
� International Conference on Harmonic Analysis and Approximation; Íîð-Àìáåðä,
Àðìåíèÿ, 18-25 ñåíòÿáðÿ, 1998;
� II ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ; Äþðñî, 27 ìàÿ-2
èþíÿ, 2002;
� 11th Summer St. Petersburg Meeting in Mathematical Analysis; Ýéëåðîâñêèé ìåæ-
äóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 15-20 àâãóñòà, 2002;
� International Conference on Harmonic Analysis and Approximation III; Öàõêàäçîð,
Àðìåíèÿ, 20-27 ñåíòÿáðÿ, 2005;
� 14th Summer St.-Petersburg Meeting in Mathematical Analysis; Ýéëåðîâñêèé ìåæ-
äóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 6-11 èþíÿ, 2005;
� Harmonic Analysis and Related Problems (HARP), Çàðîñ, Êðèò, Ãðåöèÿ, 19-23
èþíÿ, 2006;
� ICREA Conference on Approximation Theory and Fourier Analysis; Öåíòð ìàòåìà-
òè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé (CRM), Áàðñåëîíà, Èñïàíèÿ, 12-16 äåêàáðÿ 2011;
� Spring School on Banach Algebras (ïðî÷èòàíî 4 ëåêöèè); Áåäëåâî, Ïîëüøà, 28-31
ìàðòà, 2012.
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Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ îïóáëèêîâàíû â 10-òè ñòàòüÿõ àâòîðà, ñïè-
ñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Âñå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â èçäà-
íèÿõ, âõîäÿùèõ â äåéñòâóþùèé ïåðå÷åíü ÂÀÊ.

Íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê òåìå äèññåðòàöèè èìåþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À. Ì. Îëåâñêèì â ðàáîòàõ 10,11,12,13. Ýòè ðåçóëüòàòû â
äèññåðòàöèþ íå âêëþ÷åíû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, çàìå÷àíèé îá îáîçíà÷åíèÿõ, ÷åòûðåõ ãëàâ,
äîïîëíåíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 86 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì äèññåð-
òàöèè 173 ñòð.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ñîäåðæàíèå ââåäåíèÿ.

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàíåå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ è ðåçóëü-
òàòîâ äèññåðòàöèè.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 1.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ðÿäû Ôóðüå

f(t) ∼
∑
k∈Z

f̂(k)eikt

(èíòåãðèðóåìûõ) ôóíêöèé f íà îêðóæíîñòè T = R/2πZ, ãäå R � âåùåñòâåííàÿ
ïðÿìàÿ, Z � àääèòèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë.

Ïóñòü A(T) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f íà T òàêèõ, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå f̂ = {f̂(k), k ∈ Z} ïðèíàäëåæèò l1. Ñíàáæåí-
íîå åñòåñòâåííîé íîðìîé

‖f‖A(T) = ‖f̂‖l1(Z) =
∑
k∈Z

|f̂(k)|,

ïðîñòðàíñòâî A(T) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
A(T) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé (ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì ôóíêöèé).

10Lebedev V., Olevski�� A., �C1 changes of variable: Beurling�Helson type theorem and H�ormander conjecture on
Fourier multipliers�, Geometric and Functional Analysis (GAFA), 4:2 (1994), 213�235.

11Lebedev V., Olevski�� A., �Idempotents of Fourier multiplier algebra�, Geometric and Functional Analysis (GAFA),
4:5 (1994), 540�544.

12Lebedev V., Olevski�� A., �Bounded groups of translation invariant operators�, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 322
(1996), 143�147.

13Ëåáåäåâ Â. Â., Îëåâñêèé À. Ì., �Lp -ìóëüòèïëèêàòîðû Ôóðüå ñ îãðàíè÷åííûìè ñòåïåíÿìè�, Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð.
ìàòåì., 70:3 (2006), 129�166.

5



Åñòåñòâåííûìè ðàñøèðåíèÿìè ïðîñòðàíñòâà A(T) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà
Ap(T), 1 < p ≤ 2, èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f íà T òàêèõ, ÷òî f̂ ïðèíàäëåæèò
lp. Ñíàáæåííûå åñòåñòâåííûìè íîðìàìè

‖f‖Ap(T) = ‖f̂‖lp(Z) =
(∑

k∈Z

|f̂(k)|p
)1/p

,

ïðîñòðàíñòâà Ap(T), 1 < p ≤ 2, ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ïðè p = 1
ìû ïîëàãàåì A1 = A.

Ïóñòü èìååòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè â ñåáÿ, ò.å. íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ϕ : R→ R òàêàÿ, ÷òî

ϕ(t+ 2π) = ϕ(t) (mod 2π).

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Áåðëèíãà�Õåëñîíà 14 (ñì. òàêæå 15,16), åñëè
‖einϕ‖A(T) = O(1), n ∈ Z, òî îòîáðàæåíèå ϕ ëèíåéíî (àôôèííî) ñ öåëûì óãëîâûì
êîýôôèöèåíòîì: ϕ(t) = νt + ϕ(0), ν ∈ Z. Ýòà òåîðåìà äàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû
Ï. Ëåâè îá îïèñàíèè ýíäîìîðôèçìîâ àëãåáðû A(T): âñå ýòè ýíäîìîðôèçìû òðè-
âèàëüíû, ò.å. èìåþò âèä f(t)→ f(νt+ t0). Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèøü òðèâèàëüíûå
çàìåíû ïåðåìåííîé äîïóñòèìû â A(T). Â ñàìîì äåëå, åñëè îòîáðàæåíèå ϕ òàêîâî,
÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ A(T) ìû èìååì f ◦ ϕ ∈ A(T), òî, ïîëüçóÿñü ñòàí-
äàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè (òåîðåìîé î çàìêíóòîì ãðàôèêå), âèäèì, ÷òî îïåðàòîð
ñóïåðïîçèöèè f → f ◦ϕ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â A(T) è, ïîñêîëüêó
ýêñïîíåíòà eint ñ ëþáîé ÷àñòîòîé n ∈ Z èìååò íîðìó â A(T), ðàâíóþ 1, ïîëó÷àåì
‖einϕ‖A(T) = O(1), îòêóäà â ñèëó òåîðåìû Áåðëèíãà�Õåëñîíà ñëåäóåò ëèíåéíîñòü
îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Îòìåòèì òàêæå åùå îäíó âåðñèþ òåîðåìû Áåðëèíãà�Õåëñîíà: åñëè U � îãðà-
íè÷åííûé êîììóòèðóþùèé ñî ñäâèãàìè îïåðàòîð â l1 òàêîé, ÷òî ‖Un‖l1→l1 =
O(1), n ∈ Z, òî U = ξS, ãäå ξ � ïîñòîÿííàÿ, |ξ| = 1, è S � îïåðàòîð ñäâèãà.

Âìåñòå ñ òåì, õîòÿ òåîðåìà Áåðëèíãà�Õåëñîíà óñòàíàâëèâàåò íåîãðàíè÷åííîñòü
íîðì ‖einϕ‖A äëÿ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : T→ T, õàðàêòåð ðîñòà ýòèõ íîðì
ïðè |n| → ∞ âî ìíîãîì íåÿñåí. Òî æå êàñàåòñÿ ïîâåäåíèÿ íîðì ‖einϕ‖Ap, p > 1.
Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ýòèõ âîïðîñîâ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå ϕ : T → T íåïðåðûâíî, òî ϕ(t + 2π) =
ϕ(t)+2πk, ãäå k ∈ Z íå çàâèñèò îò t. Çàìåíÿÿ îòîáðàæåíèå ϕ íà ϕ0(t) = ϕ(t)−kt,
ìû ïîëó÷èì âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ ϕ0 íà T. Ïðè ýòîì ‖einϕ0‖Ap = ‖einϕ‖Ap. Òà-
êèì îáðàçîì, âìåñòî íåëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : T → T ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü íåïîñòîÿííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ϕ : T → R. Â ýòîì ñëó÷àå
íåò íàäîáíîñòè îãðàíè÷èâàòüñÿ ýêñïîíåíòàìè ñ öåëûìè ÷àñòîòàìè è ìîæíî ðàâ-
íûì îáðàçîì èçó÷àòü ïîâåäåíèå ýêñïîíåíò eiλϕ ñ âåùåñòâåííûìè ÷àñòîòàìè λ.

14Beurling A., Helson H., �Fourier-Stieltjes transforms with bounded powers�, Math. Scand., 1 (1953), 120�126.
15Êàõàí Æ.-Ï., Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå, Ìèð, Ì., 1976.
16Kahane J.-P., �Quatre le�cons sur les hom�eomorphismes du circle et les s�eries de Fourier�, in: Topics in Modern

Harmonic Analysis, Vol. II, Ist. Naz. Alta Mat. Francesco Severi, Roma, 1983, 955�990.

6



Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè ýêñïîíåíò einϕ äëÿ íåëèíåéíûõ îòîá-
ðàæåíèé ϕ : T→ T è öåëûõ ÷àñòîò n íåìåäëåííî ïîëó÷àþòñÿ â êà÷åñòâå ïðîñòûõ
ñëåäñòâèé.

Ïðèâåäåì ðàíåå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè ýêñïîíåíò eiλϕ â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Ap.

Ïóñòü Cs(T) � êëàññ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ôóíêöèé íà T, èìåþùèõ íåïðåðûâ-
íóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà s. Èìååì C1(T) ⊆ A(T) ⊆ Ap(T).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ϕ ∈ C1(T) (è áîëåå
òîãî, äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ϕ ñ ïðîèçâîäíîé
èç L2(T)) ïðè 1 ≤ p < 2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖eiλϕ‖Ap(T) = O(|λ|
1
p−

1
2 ), |λ| → ∞, λ ∈ R (1)

(ñì. 17 â ñëó÷àå p = 1; îáùèé ñëó÷àé íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé ìåæäó
l1 è l2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàâíî èçâåñòíû îöåíêè ñíèçó íîðì ýêñïîíåíò eiλϕ äëÿ ôóíê-
öèé êëàññà C2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ ∈ C2(T) � âåùåñòâåííàÿ íåïîñòîÿííàÿ ôóíê-
öèÿ è 1 ≤ p < 2. Òîãäà

‖eiλϕ‖Ap(T) ≥ c|λ|
1
p−

1
2 , λ ∈ R, (2)

ãäå c = c(p, ϕ) íå çàâèñèò îò λ. Ïðè p = 1 ýòà îöåíêà íåÿâíî ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå
Ç. Ë. Ëåéáåíçîíà 18 è â ÿâíîì âèäå áûëà ïîëó÷åíàÆ.-Ï. Êàõàíîì 19 ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìåòîäà Ëåéáåíçîíà. Â îáùåì ñëó÷àå îöåíêà (2) ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì
òîãî æå ìåòîäà Ë. Àëïàðîì 20. Ïðîñòîå è êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ
p = 1 èìååòñÿ â 21 è â îáùåì ñëó÷àå � â 22.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ϕ ∈ C2(T) âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ϕ 6= const, òî

‖eiλϕ‖Ap(T) ' |λ|
1
p−

1
2 , |λ| → ∞, λ ∈ R, (3)

ïðè âñåõ p, 1 ≤ p < 2. Â ÷àñòíîñòè

‖eiλϕ‖A(T) '
√
|λ|.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè Ëåéáåíçîíà�Êàõàíà�Àëïàðà (2) îñíîâàíî
íà ëåììå âàí äåð Êîðïóòà è ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò îòäåëåííîñòü îò íóëÿ êðèâèç-
íû äóãè ãðàôèêà ôóíêöèè ϕ, ò.å. óñëîâèå |ϕ′′(t)| ≥ ρ > 0, t ∈ I, ãäå I � íåêîòîðûé

17Êàõàí Æ.-Ï., Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå, Ìèð, Ì., 1976; ãë VI, � 3.
18Ëåéáåíçîí Ç. Ë., �Î êîëüöå ôóíêöèé ñ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè Ôóðüå�, ÓÌÍ, 9:3(61) (1954), 157�162.
19Kahane J.-P., �Sur certaines classes de s�eries de Fourier absolument convergentes�, J. de Math�ematiques Pures et

Appliqu�ees, 35:3 (1956), 249�259.
20Alp�ar L., �Sur une classe partiquli�ere de s�eries de Fourier �a certaines puissances absolument convergentes�, Studia

Sci. Math. Hungarica, 3 (1968), 279�286.
21Êàõàí Æ.-Ï., Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå, Ìèð, Ì., 1976; ãë. VI, � 3.
22Lebedev V., Olevski�� A., �C1 changes of variable: Beurling�Helson type theorem and H�ormander conjecture on

Fourier multipliers�, Geometric and Functional Analysis (GAFA), 4:2 (1994), 213�235.
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èíòåðâàë. Ýòîò ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè ãëàäêîñòè ìåíüøåé
÷åì C2.

Â îáùåì ñëó÷àå (áåç ïðåäïîëîæåíèé ãëàäêîñòè) ðîñò íîðì ‖eiλϕ‖A(T) ìîæåò
áûòü äîâîëüíî ìåäëåííûì. Êàõàí ïîêàçàë (ñì. 23), ÷òî åñëè íåïîñòîÿííàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ : T→ R êóñî÷íî ëèíåéía, òî

‖eiλϕ‖A ' log |λ|. (4)

Ïðè p > 1 íîðìû ‖eiλϕ‖Ap(T) ìîãóò âîâñå íå ðàñòè; èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, 24), ÷òî
äëÿ ëþáîé êóñî÷íî ëèíåéíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ϕ íà T èìååì ‖eiλϕ‖Ap = O(1)
ïðè âñåõ p > 1. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé p > 1 îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ p = 1.

Óêàæåì òåïåðü èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â C1 -ãëàäêîì ñëó÷àå (ïîìèìî îöåíêè
(1)). Â ðàáîòå 25 (ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà àâòîðà è À. Ì. Îëåâñêîãî) ïîñòðîåíà âåùå-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ C1(T), ϕ 6= const, òàêàÿ, ÷òî ‖eiλϕ‖Ap = O(1) ïðè âñåõ
p > 1. Êðîìå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ íèãäå íå ëèíåéíà, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé íè
íà êàêîì èíòåðâàëå (è, òàêèì îáðàçîì, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àåòñÿ îò êóñî÷íî ëèíåéíûõ ôóíêöèé). Èñïîëüçóÿ áëèçêèé ìåòîä, àâòîð ïîêàçàë
â 26, ÷òî äëÿ C1 -ãëàäêèõ ôóíêöèé íîðìû ‖eiλϕ‖A(T) ìîãóò ðàñòè äîâîëüíî ìåä-
ëåííî, à èìåííî, åñëè γ(λ) ≥ 0 è γ(λ) → ∞, òî ñóùåñòâóåò íèãäå íå ëèíåéíàÿ
âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ C1(T) òàêàÿ, ÷òî

‖eiλϕ‖A(T) = O(γ(|λ|) log |λ|). (5)

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé C1 -ãëàäêîé ôàçû ϕ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò C2 -
ãëàäêîãî ñëó÷àÿ (ñì. (3)).

Ïðèâåäåì åùå ðåçóëüòàò Ì. Í. Ëåáëàíà 27: åñëè âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈
C1(T) íåïîñòîÿííà è åå ïðîèçâîäíàÿ ϕ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîêà-
çàòåëåì α, 0 < α ≤ 1, òî

‖eiλϕ‖A(T) ≥ c
|λ| α

1+α

(log |λ|)2
, |λ| ≥ 2. (6)

Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî � ýòî åäèíñòâåííàÿ, ðàíåå ïîëó÷åííàÿ, îöåíêà ñíèçó íîðì
‖eiλϕ‖A â ñëó÷àå, êîãäà ϕ ∈ C1, íî äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè ϕ íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ íîðì ‖eiλϕ‖Ap ïðåäñòàâëÿåò, íà
íàø âçãëÿä, ñëó÷àé p = 1. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå Áåðëèíãà�Õåëñîíà,
ïðèâåäåííîé âûøå, åñëè ϕ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè â ñåáÿ, òà-
êîå, ÷òî ‖einϕ‖A(T) = O(1), òî ϕ ëèíåéíî. Â ñâÿçè ñ ýòîé òåîðåìîé Êàõàíîì áû-

23Êàõàí Æ.-Ï., Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå, Ìèð, Ì., 1976; ãë. VI, � 2.
24Lebedev V., Olevski�� A., �C1 changes of variable: Beurling�Helson type theorem and H�ormander conjecture on

Fourier multipliers�, Geometric and Functional Analysis (GAFA), 4:2 (1994), 213�235.
25Lebedev V., Olevski�� A., �C1 changes of variable: Beurling�Helson type theorem and H�ormander conjecture on

Fourier multipliers�, Geometric and Functional Analysis (GAFA), 4:2 (1994), 213�235.
26Ëåáåäåâ Â. Â., �Äèôôåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè è òåîðåìà Áåðëèíãà�Õåëñîíà�, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë.,

36:1 (2002), 30�35.
27Leblanc M. N., �Sur la r�eciproque de l'in�egalit�e de Carlson�, C.R. Acad. Sci. Paris, S�erie A, 267 (1968), 332�334.
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ëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ωn, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, óñëîâèå ‖einϕ‖A(T) = O(ωn) âëå÷åò ëèíåéíîñòü
îòîáðàæåíèÿ ϕ. Îòìåòèì, ÷òî àïðèîðè ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è, òåì ñàìûì, âîçìîæíîå, ïðèíöèïèàëüíîå óñèëåíèå òåîðåìû Áåðëèíãà�Õåëñîíà,
� íå î÷åâèäíî. Íèêàêèõ ðåçóëüòàòîâ íà ýòîò ñ÷åò ðàíåå íå áûëî. Äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ íî íå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : T → T èìååì
‖einϕ‖A(T) ' log |n| (ñì. (4)). Ìîæåò ëè (äëÿ íåëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ϕ) ðîñò
íîðì ‖einϕ‖A(T) áûòü ìåäëåííåå ëîãàðèôìè÷åñêîãî � íåèçâåñòíî. Êàõàíó ïðèíàä-
ëåæèò ãèïîòåçà î òîì, ÷òî èç óñëîâèÿ ‖einϕ‖A(T) = o(log |n|), |n| → ∞, ñëåäóåò,
÷òî ϕ ëèíåéíî. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, âïåðâûå ïðîáëåìà îá óñèëåíèè òåîðå-
ìû Áåðëèíãà�Õåëñîíà è ãèïîòåçà î ìèíèìàëüíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîãî ðîñòà áûëè
ñôîðìóëèðîâàíû Êàõàíîì â äîêëàäå íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ
â Ñòîêãîëüìå â 1962 ã. 28 Ïîçäíåå îíè îòìå÷àëèñü Êàõàíîì â 29 è 30.

Â � 1 ïîëó÷åíî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Êàõàíà. À èìåííî, ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû Áåðëèíãà�Õåëñîíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ : T → T � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî

‖einϕ‖A(T) = o

((
log log |n|

log log log |n|

)1/12)
, n ∈ Z, |n| → ∞. (7)

Òîãäà ϕ � ëèíåéíî, ò.å. ϕ(t) = νt+ ϕ(0), ν ∈ Z.

Èäåîëîãè÷åñêè äîêàçàòåëüñòâî íàøåé òåîðåìû äî íåêîòîðîé ñòåïåíè áëèçêî ê
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áåðëèíãà�Õåëñîíà, èçëîæåííîìó Êàõàíîì â 31 (äîêàçà-
òåëüñòâî â 31 îñíîâàíî íà ñîâåðøåííî äðóãîé èäåå íåæåëè îðèãèíàëüíîå äîêàçà-
òåëüñòâî Áåðëèíãà è Õåëñîíà 32,33). Ìû ìîäèôèöèðóåì ðàññóæäåíèÿ Êàõàíà è
ïðèìåíÿåì èõ íå ê ãðóïïå T, à ê öèêëè÷åñêîé ãðóïïå TN ïðè áîëüøèõ N è íå
ê ñàìîìó îòîáðàæåíèþ ϕ, à ê îòîáðàæåíèþ ϕN , êîòîðîå íà TN õîðîøî ïðèáëè-
æàåò îòîáðàæåíèå ϕ, è çíà÷åíèÿ êîòîðîãî � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà �ñ ìàëûì îá-
ùèì çíàìåíàòåëåì�. Òàêîå îòîáðàæåíèå ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû Äèðèõëå
î ñîâìåñòíûõ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèÿõ. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ òåîðå-
ìà Ãðèíà�Êîíÿãèíà 34, òî÷íåå åå âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîòîðûé äëÿ ïðîñòûõ
N äàåò îöåíêó êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E ⊆ TN ÷åðåç l1

28Kahane J.-P., �Transform�ees de Fourier des fonctions sommables�, Proceedings of the Int. Congr. Math., 15-22
Aug., 1962, Stockholm, Sweden, Inst. Mittag-Le�er, Djursholm, Sweden, 1963, pp. 114�131.

29Êàõàí Æ.-Ï., Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå, Ìèð, Ì., 1976.
30Kahane J.-P., �Quatre le�cons sur les hom�eomorphismes du circle et les s�eries de Fourier�, in: Topics in Modern

Harmonic Analysis, Vol. II, Ist. Naz. Alta Mat. Francesco Severi, Roma, 1983, 955�990.
31Kahane J.-P., �Quatre le�cons sur les hom�eomorphismes du circle et les s�eries de Fourier�, in: Topics in Modern

Harmonic Analysis, Vol. II, Ist. Naz. Alta Mat. Francesco Severi, Roma, 1983, 955�990.
32Beurling A., Helson H., �Fourier-Stieltjes transforms with bounded powers�, Math. Scand., 1 (1953), 120�126.
33Êàõàí Æ.-Ï., Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå, Ìèð, Ì., 1976.
34Green B., Konyagin S., �On the Littlewood problem modulo a prime�, Canad. J. Math., 61:1 (2009), 141�164;

òåîðåìà 1.3.
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-íîðìó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (íà TN) åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.
Â êîíöå ïàðàãðàôà óêàçàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðíàÿ âåðñèÿ ïîëó÷åííîé

òåîðåìû è îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå îòêðûòûå ïðîáëåìû.
Â äàëüíåéøåé ÷àñòè ãëàâû èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ýêñïîíåíò ñ C1 -ãëàäêîé ôàçîé

â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ap, 1 ≤ p < 2.
Â � 2 ïîëó÷åíû îöåíêè ñíèçó íîðì ‖eiλϕ‖Ap äëÿ C1 -ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ

ôóíêöèé ϕ íà T. Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ω íà [0,+∞)
òàêàÿ, ÷òî ω(0) = 0. ×åðåç C1,ω(T) îáîçíà÷èì êëàññ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé g íà T òàêèõ, ÷òî ω(g′, δ) = O(ω(δ)), δ → +0, ãäå

ω(g′, δ) = sup
|t1−t2|≤δ

|g′(t1)− g′(t2)|, δ ≥ 0,

� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé g′ ôóíêöèè g. Â ñëó÷àå ω(δ) = δα, ìû
ïèøåì ïðîñòî C1,α âìåñòî C1,δα.

Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 ≤ p < 2. Ïóñòü ϕ � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà T.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ íåïîñòîÿííà è ϕ ∈ C1,ω(T). Òîãäà

‖eiλϕ‖Ap(T) ≥ c |λ|1/p χ−1
(

1

|λ|

)
, λ ∈ R, |λ| ≥ 1, (8)

ãäå χ−1 � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê χ(δ) = δω(δ), è c = c(p, ϕ) > 0 íå çàâèñèò îò λ.

Äëÿ ôàçîâûõ ôóíêöèé, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
ñ ïîêàçàòåëåì α, èç òåîðåìû 2 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 0 < α ≤ 1. Åñëè ϕ � âåùåñòâåííàÿ íåïîñòîÿííàÿ

ôóíêöèÿ íà T è ϕ ∈ C1,α(T), òî ïðè âñåõ p, 1 ≤ p < 1 + α, èìååì

‖eiλϕ‖Ap(T) ≥ cp |λ|
1
p−

1
1+α , λ ∈ R. (9)

Â ÷àñòíîñòè, ‖eiλϕ‖A(T) ≥ c |λ| α
1+α .

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñëåäñòâèå äàåò, â ÷àñòíîñòè, óñèëåíèå îöåíêè Ëåáëàíà (6).
ßñíî òàêæå, ÷òî äëÿ ϕ ∈ C2 èìååì α = 1, è îöåíêà (9) âëå÷åò îöåíêó Ëåéáåíçîíà�
Êàõàíà�Àëïàðà (2).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îöåíêà Ëåéáåíçîíà�Êàõàíà�Àëïàðà èìååò ëîêàëüíûé õà-
ðàêòåð; ãðóáî ãîâîðÿ, îíà îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ϕ íåëèíåéíà
íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå è èìååò íà ýòîì èíòåðâàëå òðåáóåìóþ ãëàäêîñòü. Íàøè
îöåíêè ñíèçó òàêæå íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð (òåîðåìà 2′).

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 íå èìååò íè÷åãî îáùåãî
ñ ìåòîäîì, èñïîëüçîâàííûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1; â C1 -ãëàäêîì ñëó÷àå
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ìû èñïîëüçóåì ìåòîä, êîòîðûé óìåñòíî íàçâàòü ìåòîäîì êîíöåíòðàöèè áîëüøèõ
çíà÷åíèé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Â � 3 äëÿ êàæäîãî êëàññà C1,ω ìû ñòðîèì íåòðèâèàëüíóþ ôóíêöèþ ϕ ∈ C1,ω,
äàþùóþ ìåäëåííûé ðîñò íîðì ‖eiλϕ‖Ap, òåì ñàìûì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî îöåíêà (8)
òåîðåìû 2 áëèçêà ê îêîí÷àòåëüíîé, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëü-
íîé, à èìåííî, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ω(2δ) < 2ω(δ) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0. Ñóùå-
ñòâóåò íèãäå íå ëèíåéíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ C1,ω(T) òàêàÿ, ÷òî

(i) ‖eiλϕ‖A(T) ≤ c
|λ|

log |λ|
χ−1
(
(log |λ|)2

|λ|

)
, λ ∈ R, |λ| ≥ 2;

(ii) ‖eiλϕ‖Ap(T) ≤ cp

(∫ |λ|
1

(
χ−1
(
1

τ

))p
dτ

)1/p

, λ ∈ R, |λ| ≥ 2,

ïðè âñåõ p, 1 < p < 2. Ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c, cp íå çàâèñÿò îò λ.

Ïîëàãàÿ ω(δ) = δα, 0 < α < 1, â òåîðåìå 3 è ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 1, à òàêæå
òðèâèàëüíîé îöåíêîé ‖eiλϕ‖Ap ≥ 1, 1 ≤ p ≤ 2, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü 0 < α < 1. Ñóùåñòâóåò íèãäå íå ëèíåéíàÿ âåùåñòâåí-

íàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ C1,α(T) òàêàÿ, ÷òî

(i) ‖eiλϕ‖A(T) = O
(
|λ| α

1+α (log |λ|) 1−α
1+α

)
;

(ii) ‖eiλϕ‖Ap(T) ' |λ|
1
p−

1
1+α ïðè 1 < p < 1 + α,

‖eiλϕ‖Ap(T) ' 1 ïðè 1 + α < p < 2,

‖eiλϕ‖Ap(T) = O((log |λ|)1/p) ïðè p = 1 + α.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè p 6= 1 îöåíêà ñëåäñòâèÿ 1 îêîí÷àòåëüíà; ñðåäè íåòðèâèàëü-
íûõ ôóíêöèé êëàññà C1,α, ôóíêöèÿ ϕ èç ñëåäñòâèÿ 2 äàåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé
ðîñò íîðì ‖eiλϕ‖Ap ïðè 1 < p < 2, p 6= 1 + α.

Äðóãèì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûé âûøå ðåçóëüòàò àâòîðà î
ñóùåñòâîâàíèè íåòðèâèàëüíûõ C1 -ãëàäêèõ ôóíêöèé ϕ c êðàéíå ìåäëåííûì (êàê
óãîäíî áëèçêèì ê ëîãàðèôìè÷åñêîìó) ðîñòîì íîðì ‖eiλϕ‖A (ñì. (5)), à èìåííî ìû
ïîëó÷àåì
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Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü γ(λ) ≥ 0 è γ(λ) → +∞ ïðè λ → +∞. Ñóùåñòâóåò

íèãäå íå ëèíåéíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ C1(T) òàêàÿ, ÷òî

‖eiλϕ‖A(T) = O
(
γ(|λ|) log |λ|

)
, |λ| → ∞, λ ∈ R.

Îòìåòèì, ÷òî íàø ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ ôóíêöèé çàäàííîé ãëàäêî-
ñòè, äàþùèõ ìåäëåííûé ðîñò, ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ìåòîäà, èñïîëüçîâàííîãî â
ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà è À. Ì. Îëåâñêîãî 35 ïðè ïîñòðîåíèè óæå óêàçàííî-
ãî âûøå ïðèìåðà (íèãäå íå ëèíåéíîé) C1 -ãëàäêîé ôàçîâîé ôóíêöèè ϕ òàêîé, ÷òî
‖eiλϕ‖Ap(T) = O(1) ïðè âñåõ p > 1.

Â � 4 ðàññìîòðåíû C1 -ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè â ñåáÿ è äàíû ñîîò-
âåòñòâóþùèå âåðñèè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â �� 2, 3. Ýòè âåðñèè (òåîðåìû 4, 5)
èìåþò åñòåñòâåííûå ïðèëîæåíèÿ ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðîâ ñóïåðïîçèöèè f → f ◦ϕ
â ïðîñòðàíñòâàõ Ap. Â ÷àñòíîñòè, ìû óêàçûâàåì ãëàäêîñòü, êîòîðîé ìîæåò îáëà-
äàòü íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : T → T òàêîå, ÷òî f ◦ ϕ ∈

⋂
p>1Ap äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ A.
Îòìåòèì, ÷òî, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À. Ì. Îëåâñêèì,

åñëè C1 -ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ϕ ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè
â Ap(T) ïðè êàêîì ëèáî p, p 6= 2, òî ϕ ëèíåéíî 36.

Â � 5 ìû ðàñïðîñòðàíÿåì, ïîëó÷åííûå â �� 2, 3 ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè íîðì
‖eiλϕ‖Ap íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü A(Tm) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé f íà m -ìåðíîì òîðå Tm òàêèõ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå f̂ = {f̂(k), k ∈ Zm} ïðèíàäëåæèò l1(Zm). Ïðè 1 < p ≤ 2 ïóñòü Ap(Tm) �
ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f íà Tm òàêèõ, ÷òî f̂ ∈ lp(Zm). Ïðè p = 1
ïîëàãàåì A1 = A. Ñíàáæåííûå åñòåñòâåííûìè íîðìàìè

‖f‖Ap(Tm) = ‖f̂‖lp(Zm) =

( ∑
k∈Zm

|f̂(k)|p
)1/p

ïðîñòðàíñòâà Ap(Tm) ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè (1 ≤ p ≤ 2), ïðè÷åì A(Tm) � áàíà-
õîâà àëãåáðà (ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì ôóíêöèé).

Ïóñòü Cs(Tm) � êëàññ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ôóíêöèé íà òîðå Tm òàêèõ, ÷òî
âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà s íåïðåðûâíû.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ôàçîâûõ ôóíêöèé ϕ ãëàäêîñòè C2 (è âûøå) ïîâå-
äåíèå íîðì ‖eiλϕ‖A ðàíåå ðàññìàòðèâàë Õåäñòðîì 37. Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó-
÷àå, ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó, òàê, íàïðèìåð 38, åñëè ϕ ∈ Cs(Tm), s >

35Lebedev V., Olevski�� A., �C1 changes of variable: Beurling�Helson type theorem and H�ormander conjecture on
Fourier multipliers�, Geometric and Functional Analysis (GAFA), 4:2 (1994), 213�235.

36Lebedev V., Olevski�� A., �C1 changes of variable: Beurling�Helson type theorem and H�ormander conjecture on
Fourier multipliers�, Geometric and Functional Analysis (GAFA), 4:2 (1994), 213�235.

37Hedstrom G. W., �Norms of powers of absolutely convergent Fourier series in several variables�, Michigan Math.
J., 14:4 (1967), 493�495.

38×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü, ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè, ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå
ïðè m = 1 â ãë. VI, � 3 êíèãè Êàõàíà Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Ôóðüå, Ìèð, Ì., 1976.
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m/2, m ≥ 2, òî ‖eiλϕ‖A(Tm) = O(|λ|m/2) (â 39 ýòà îöåíêà, ÿâëÿþùàÿñÿ ìíîãî-
ìåðíûì àíàëîãîì îöåíêè (1) äëÿ p = 1, ïîëó÷åíà ïðè íåñêîëüêî èíûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ ãëàäêîñòè). Â òîé æå ðàáîòå Õåäñòðîìà 40 ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà
ñíèçó: åñëè ϕ ∈ C2(Tm) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà åå âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ èìååò îïðåäåëèòåëü, íå ðàâíûé òîæäåñòâåííî íóëþ, òî

‖eiλϕ‖A(Tm) ≥ c|λ|m/2. (10)

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì âàðèàíòîì ðåçóëüòàòà Ëåéáåíçîíà�
Êàõàíà, ò.å. îöåíêè (2) ïðè p = 1. Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè ê
îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì � 5 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 6, ÿâëÿþùàÿñÿ ìíîãîìåðíûì àíà-
ëîãîì òåîðåìû 2. Ìû ïîëó÷àåì ìíîãîìåðíûé âàðèàíò íàøåé îöåíêè (8), ò.å. îöåí-
êó ñíèçó íîðì ‖eiλϕ‖Ap(Tm) äëÿ C1 -ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé ϕ íà òîðå
Tm. Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ∇ϕ(Tm) ãðàäèåíòà ∇ϕ
ôóíêöèè ϕ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ (ëåáåãîâó) ìåðó; â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî
ãðàäèåíò ôóíêöèè ϕ íåâûðîæäåí. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ çàìåíîé óñëîâèÿ íåëè-
íåéíîñòè (íåïîñòîÿíñòâà) â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà êîíöåíòðàöèè áîëüøèõ çíà÷åíèé
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, èñïîëüçîâàííîãî â � 2 äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ C2 -ãëàäêèõ ôóíêöèé ϕ íàøå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ãðà-
äèåíòà ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ det(∂2ϕ/∂ti∂tj) 6≡ 0. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñàðäà
î êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, 41) è òåîðåìû îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè,
ïðèìåíåííûõ ê îòîáðàæåíèþ ∇ϕ.

Äëÿ ôàçîâûõ ôóíêöèé ñ ãðàäèåíòîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
ïîêàçàòåëåì α, òåîðåìà 6 âëå÷åò ñëåäñòâèå 4, ÿâëÿþùååñÿ ìíîãîìåðíûì âàðèàí-
òîì ñëåäñòâèÿ 1. ×àñòíûé ñëó÷àé ñëåäñòâèÿ 4 ïðè α = 1 (ñëåäñòâèå 5) íåìåäëåííî
âëå÷åò ðåçóëüòàò Õåäñòðîìà (10).

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî êëàññà ôàçîâûõ ôóíêöèé çàäàííîé ãëàäêîñòè ìû ñòðîèì
ôàçó ϕ, èìåþùóþ íèãäå íå âûðîæäåííûé ãðàäèåíò, òàêóþ, ÷òî íîðìû ‖eiλϕ‖Ap(Tm)

ðàñòóò î÷åíü ìåäëåííî (òåîðåìà 7 è åå ñëåäñòâèÿ 6, 7). Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ
ýòî ñäåëàíî â � 3. Îáùèé ñëó÷àé ëåãêî ïîëó÷èòü èç îäíîìåðíîãî, ò.å. èç òåîðåìû 3.

Îòìåòèì åùå, ÷òî, ïîëüçóÿñü âïîëíå ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, ìû ïîëó÷àåì
ìíîãîìåðíûé àíàëîã îöåíêè (1) (òåîðåìà 8) è ñ ó÷åòîì íàøåé îöåíêè ñíèçó ïîëó-
÷àåì ìíîãîìåðíûé àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (3) (òåîðåìà 9).

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 2.

Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü (îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî) â Rn, n ≥ 2.
Ðàññìîòðèì åå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ 1D, ò.å. ôóíêöèþ íà Rn, ïðèíèìà-

39Hedstrom G. W., �Norms of powers of absolutely convergent Fourier series in several variables�, Michigan Math.
J., 14:4 (1967), 493�495.

40Hedstrom G. W., �Norms of powers of absolutely convergent Fourier series in several variables�, Michigan Math.
J., 14:4 (1967), 493�495.

41Íèðåíáåðã Ë., Ëåêöèè ïî íåëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, Ìèð, Ì., 1977; ãë. 1, � 2.
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þùóþ çíà÷åíèå 1D(t) = 1 ïðè t ∈ D è çíà÷åíèå 1D(t) = 0 ïðè t /∈ D. Ðàññìîòðèì
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå 1̂D ýòîé ôóíêöèè. Â ãëàâå 2 èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ:
äëÿ êàêèõ îáëàñòåé D ìû èìååì 1̂D ∈ Lp(Rn)? Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ëèøü ñëó÷àé
1 < p < 2.

Óäîáíî èìåòü äåëî ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ap(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, óìåðåííûõ ðàñïðå-
äåëåíèé f íà Rn òàêèõ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂ ïðèíàäëåæèò Lp(Rn). Íîðìà
â Ap(Rn) îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: ‖f‖Ap(Rn) = ‖f̂‖Lp(Rn).

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè D � êóá â Rn, òî 1D ∈ Ap(Rn) ïðè
âñåõ p > 1. Òî æå âåðíî â ñëó÷àå, êîãäàD � ìíîãîãðàííèê (ò.å. êîíå÷íîå îáúåäèíå-
íèå ñèìïëåêñîâ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëüçóÿñü õîðîøî èçâåñòíîé àññèìïòîòèêîé
ôóíêöèé Áåññåëÿ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè D ⊆ Rn � øàð, òî 1D ∈ Ap(Rn) ïðè
p > 2n/(n+1) è 1D /∈ Ap(Rn) ïðè p ≤ 2n/(n+1). Òàêîé æå ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî
â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ñ äâàæäû ãëàäêîé ãðàíèöåé. (Ýòî
âûòåêàåò èç òåîðåì 1, 2 ãëàâû 2.) Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé
ñ C2 -ãëàäêîé ãðàíèöåé 2n/(n + 1) ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ
èíòåãðèðóåìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ìû ïîëó÷àåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ïîâåäåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ôóíêöèé îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ñ C1 -ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ýòîò ñëó÷àé,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò äâàæäû ãëàäêîãî; â � 3 ìû ñòðîèì ïðè-
ìåð îáëàñòè D ⊆ R2, ãðàíèöà êîòîðîé C1 -ãëàäêàÿ, è âìåñòå ñ òåì 1D ∈ Ap(R2)
ïðè âñåõ p > 1. (Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ ïëîñêèõ îáëàñòåé ñ äâàæäû ãëàäêîé
ãðàíèöåé ðàâíî 4/3.)

Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå âîïðîñû î ïîâåäåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè (ïîðÿäêå óáû-
âàíèÿ ê íóëþ) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé îáëàñòåé è
áëèçêèå âîïðîñû î ïîâåäåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ãëàäêèõ) ìåð, ñîñðåäîòî-
÷åííûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ, èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè è îòíîñÿòñÿ ê êëàñ-
ñè÷åñêîé òåìàòèêå ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ È. Ñòåéíà 42,
ãäå èìååòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ, à òàêæå åãî êíèãó 43 (ãë. VIII). Îñíîâíû-
ìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ
ÿâëÿþòñÿ ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû è ëåììà âàí äåð Êîðïóòà. Ïðèìåíåíèå ýòèõ
ìåòîäîâ òðåáóåò çíà÷èòåëüíîé ãëàäêîñòè ãðàíèöû îáëàñòè, êàê ìèíèìóì ðàâíîé
äâóì óæå â ïëîñêîì ñëó÷àå. Âàæíåéøóþ ðîëü ïðè òàêîì ïîäõîäå èãðàåò êðèâèçíà
ïîâåðõíîñòè (ãðàíèöû îáëàñòè). Íàø ïîäõîä íå èñïîëüçóåò íèêàêèõ ñîîáðàæåíèé,
ñâÿçàííûõ ñ êðèâèçíîé, è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îáëàñòè ñ C1 -ãëàäêîé ãðàíè-
öåé.

Ìû îáîçíà÷àåì ãðàíèöó îáëàñòè D ⊆ Rn ÷åðåç ∂D. Ãîâîðÿ, ÷òî ãðàíèöà îáëà-
ñòè D ÿâëÿåòñÿ C1 -ãëàäêîé èëè C2 -ãëàäêîé, ìû èìååì ââèäó, ÷òî â îêðåñòíîñòè

42Ñòåéí È. Ì., �Íåêîòîðûå ïðîáëåìû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì êðèâèçíû è îñöèëëÿ-
òîðíûìè èíòåãðàëàìè�, â êí. Ìåæäóíàðîäíûé êîíãðåññ ìàòåìàòèêîâ â Áåðêëè, 1986. Îáçîðíûå äîêëàäû, Ìèð,
Ì., 1991, 297�332.

43Stein E. M., Harmonic Analysis: Real-Variable Methods, Orthogonality, and Oscillatory Integrals, Princeton
University Press, Princeton, New Jersey, 1993.
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êàæäîé ñâîåé òî÷êè ãðàíèöà ∂D ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé (âåùåñòâåííîé)
ôóíêöèè êëàññà C1 èëè C2 ñîîòâåòñòâåííî (ò.å. ôóíêöèè, ó êîòîðîé âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî � íåïðåðûâíû).

Äëÿ âñÿêîé îáëàñòè D ⊆ Rn ñ C1 -ãëàäêîé ãðàíèöåé ïóñòü νD(x) � åäèíè÷íàÿ
âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂D â òî÷êå x ∈ ∂D. Âîçíèêàþùåå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå
νD : ∂D → Sn−1 ãðàíèöû îáëàñòè D â åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn−1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò ìû íàçûâàåì íîðìàëüíûì îòîáðàæåíèåì. ×åðåç ω(νD, δ) îáîçíà÷èì
ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ νD:

ω(νD, δ) = sup
x,y ∈∂D; |x−y|≤δ

|νD(x)− νD(y)|, δ ≥ 0,

ãäå |u| � äëèíà âåêòîðà u ∈ Rn. Ïóñòü äàëåå ω(δ) � ïðîèçâîëüíàÿ íåóáûâàþùàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,∞) òàêàÿ, ÷òî ω(0) = 0. Â ñëó÷àå, êîãäà ω(νD, δ) =
O(ω(δ)), δ → +0, ìû ãîâîðèì, ÷òî ãðàíèöà ∂D ÿâëÿåòñÿ C1,ω -ãëàäêîé 44.

Åñëè ãðàíèöà ∂D îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ C1 -ãëàäêîé, C2 -ãëàäêîé èëè C1,ω -
ãëàäêîé, òî ìû ïèøåì ∂D ∈ C1, ∂D ∈ C2, ∂D ∈ C1,ω, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè
ω(δ) = δα, 0 < α ≤ 1, òî ìû ïèøåì ïðîñòî C1,α âìåñòî C1,δα.

Â � 1 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n ≥ 2, òàêàÿ, ÷òî
∂D ∈ C1. Òîãäà 1D ∈ Ap(Rn) ïðè âñåõ p > 2n/(n+ 1).

Äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ãëàäêîñòè ãðàíèöû) òàêîå óòâåð-
æäåíèå áûëî ðàíåå ïîëó÷åíî Ê. Ãåðöåì 45.

Â � 2 ïîëó÷åí îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 2. À èìåííî, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n ≥ 2, òàêàÿ, ÷òî
∂D ∈ C1,ω. Åñëè ∫ 1

0

δn(p−1)−1

(ω(δ))n−p
dδ =∞, (11)

òî 1D /∈ Ap(Rn).

Èç òåîðåìû 2 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

44Äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè ãðàíèöà
îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà C1,ω. Äðóãèìè ñëîâàìè � äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ ∂D
ìîæíî íàéòè îêðåñòíîñòü B, ñîäåðæàùóþ x, è îáëàñòü V ⊆ Rn−1 òàêóþ, ÷òî B ∩ ∂D ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì
íåêîòîðîé (âåùåñòâåííîé) ôóíêöèè ϕ ∈ C1,ω(V ), ò.å. ôóíêöèè ñ óñëîâèåì ω(V,∇ϕ, δ) = O(ω(δ)), δ → +0, ãäå

ω(V,∇ϕ, δ) = sup
x,y∈V ; |x−y|≤δ

|∇ϕ(x)−∇ϕ(y)|, δ ≥ 0,

� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ãðàäèåíòà ∇ϕ ôóíêöèè ϕ.
45Herz C. S., �Fourier transforms related to convex sets�, Ann. of Math., 75:1(1962), 81�92.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 0 < α ≤ 1. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â

Rn, n ≥ 2, òàêàÿ, ÷òî ∂D ∈ C1,α. Åñëè

p ≤ 1 +
(n− 1)α

n+ α
,

òî 1D /∈ Ap(Rn).

Â ñâîþ î÷åðåäü, îòñþäà, ïîëàãàÿ α = 1 è ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì óæå
óïîìÿíóòîå óòâåðæäåíèå î êðèòè÷åñêîì ïîêàçàòåëå äëÿ îáëàñòåé ñ äâàæäû ãëàä-
êîé ãðàíèöåé, áîëåå òîãî � ýôôåêò êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ èìååò ìåñòî â C1,1

-ãëàäêîì ñëó÷àå, à èìåííî, ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n ≥ 2, òàêàÿ, ÷òî
∂D ∈ C1,1. Òîãäà 1D ∈ Ap(Rn) ïðè p > 2n/(n + 1) è 1D /∈ Ap(Rn) ïðè p ≤
2n/(n+1). Â ÷àñòíîñòè, ýòî òàê äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ñ äâàæäû ãëàäêîé

ãðàíèöåé.

Â � 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå îáëàñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 âèäèì
(ñì. (11)), ÷òî åñëè äëÿ îáëàñòè D ⊆ R2 ìû èìååì ∂D ∈ C1,ω è∫ 1

0

δ2p−3

ω(δ)2−p
dδ =∞,

òî 1D /∈ Ap(R2). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ∂D ∈ C1,α, òî 1D /∈ Ap(R2) ïðè p ≤ 1+α/(2+α).
Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî (ïðè íåêîòîðîì ïðîñòîì óñëîâèè, íàëîæåííîì íà ω) ýòîò
ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à èìåííî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ω(2δ) < 2ω(δ) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0. Ñó-
ùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü D ⊆ R2 ñ C1,ω -ãëàäêîé ãðàíèöåé òàêàÿ, ÷òî

1D ∈ Ap(R2) ïðè âñåõ p, 1 < p < 2, äëÿ êîòîðûõ∫ 1

0

δ2p−3

ω(δ)2−p
dδ <∞.

Êðîìå òîãî, ãðàíèöà îáëàñòè D íå ñîäåðæèò îòðåçêîâ.

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îòðåçêîâ íà ãðàíèöå îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ îáëàñòü
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Èç ýòîé òåîðåìû íåìåäëåííî âûòåêàþò ïðèâåäåííûå íèæå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáîãî α, 0 < α < 1, ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

D ⊆ R2 ñ C1,α -ãëàäêîé ãðàíèöåé òàêàÿ, ÷òî 1D ∈ Ap(R2) ïðè âñåõ p > 1 +
α/(2 + α). Ãðàíèöà îáëàñòè D íå ñîäåðæèò îòðåçêîâ.
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Ñëåäñòâèå 4. Ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü D ⊆ R2 ñ C1 -ãëàäêîé ãðà-

íèöåé òàêàÿ, ÷òî 1D ∈
⋂
p>1Ap(R2). Ãðàíèöà îáëàñòè D íå ñîäåðæèò îòðåçêîâ.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàþòñÿ íà ðåçóëüòàòû ãëàâû 1.
Ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ (ëåììà 1 ãëàâû 2) ïîçâîëÿþò ñâåñòè èçó÷åíèå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ôóíêöèé îáëàñòåé ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ýêñïîíåíò.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 3.

Ïóñòü C(T) � êëàññ íåïðåðûâíûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ôóíêöèé íà îêðóæíî-
ñòè T. Ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå ïðîñòðàíñòâà X ôóíêöèé íà T, åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ñâÿçàííûå ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå, è èçó÷àåì ñëåäóþùèé âîïðîñ
îá óñòîé÷èâîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ: êàêèå ôóíêöèè
f ∈ C(T) îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h îêðóæíî-
ñòè T íà ñåáÿ ñóïåðïîçèöèÿ f ◦ h ïðèíàäëåæèò X?

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû Ê. Ãîôôìàíîì è Ä. Âàòåð-
ìàíîì 46, à òàêæå À. Áåðíñòàéíîì è Ä. Âàòåðìàíîì 47 â ñëó÷àÿõ, êîãäà X � ýòî
ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ ñõîäÿùèéñÿ âñþäó ðÿä Ôóðüå, è
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå. Ä. Âàòåð-
ìàí 48 ðàññìàòðèâàë ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, èìåþùèõ çàäàííóþ ñêîðîñòü óáûâà-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, è ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ C(T)
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) f̂ ◦ h(n) = O(γ(|n|)/|n|), |n| → ∞, äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h;
(ii) V (f, n) = O(γ(n)).

Çäåñü γ � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêîòîðûì ïðîñòûì óñëîâèÿì,
è V (f, n) � ìîäóëü âàðèàöèè ôóíêöèè f , ââåäåííûé Ç. À. ×àíòóðèåé 49 (ñì.
òàêæå 50,51) è ïîçæå, íåçàâèñèìî, Å. À. Ñåâàñòüÿíîâûì 52, à èìåííî:

V (f, n) = sup
n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)|,

ãäå n ôèêñèðîâàíî è âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (aj, bj) ⊂ T, j = 1, 2, . . . , n. Â ÷àñòíîñòè, f̂ ◦ h(n) =
46Go�man C., Waterman D., �Functions whose Fourier series converge for every change of variable�, Proc. Amer.

Math. Soc., 19:1 (1968), 80�86.
47Baernstein A., Waterman D., �Functions whose Fourier series converge uniformly for every change of variable�,

Indiana Univ. Math. J., 22 (1972), 569�576.
48Waterman D., �On the preservation of the order of magnitude of Fourier coe�cients under every change of variable�,

Analysis, 6:2�3 (1986), 255�264.
49×àíòóðèÿ Ç. À., �Ìîäóëü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè è åãî ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå�, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 214:1

(1974), 63�66.
50×àíòóðèÿ Ç. À., �Îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå�, Ìàòåì. çàìåòêè, 18:2 (1975), 185�192.
51×àíòóðèÿ Ç. À., �Î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå�, Ìàòåì. ñá., 100(142):4(8) (1976), 534�554.
52Ñåâàñòüÿíîâ Å. À., �Êóñî÷íî ìîíîòîííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ è Ô -âàðèàöèÿ�, Anal. Math., 1:2 (1975), 141�164.
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O(1/|n|) äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f � ôóíêöèÿ
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî íåòðèâèàëüíàÿ ÷àñòü òåîðåìû Âàòåðìàíà � ýòî óòâåðæäåíèå
(i)⇒(ii). Èìïëèêàöèÿ (ii)⇒(i) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëüçóÿñü õî-
ðîøî èçâåñòíîé îöåíêîé |ĝ(n)| ≤ cω1(g, 1/|n|) êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ÷åðåç L1

-ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè (ñì. 53) è îöåíêîé ω1(g, 1/n) ≤ cV (g, n)/n, ïîëó÷åííîé
â 54, ìû èìååì |ĝ(n)| ≤ cV (g, |n|)/|n|, n ∈ Z, n 6= 0, è îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü,
÷òî ìîäóëü âàðèàöèè ôóíêöèè èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî çàìåí ïåðåìåííîé, ò.å.
V (f, n) = V (f ◦ h, n) äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h : T → T. Ïîäîáíàÿ ñèòó-
àöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ ðÿäà ïðîñòðàíñòâ. Â âîïðîñå óñòîé÷èâîñòè íåòðè-
âèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî.

Íàøè ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ â îñíîâíîì â òåðìèíàõ ìî-
äóëÿ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèè. Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ âàðèàöèÿ V2(f) ôóíê-
öèè f íà T îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

V2(f) = sup
( n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)|2
)1/2

,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì n è âñåì íàáîðàì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
èíòåðâàëîâ (aj, bj) ⊂ T, j = 1, 2, . . . , n. Îïðåäåëèì ìîäóëü êâàäðàòè÷íîé âàðèà-
öèè V2(f, n), n = 1, 2, . . . , ôóíêöèè f , ïîëàãàÿ

V2(f, n) = sup
( n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)|2
)1/2

,

ãäå n ôèêñèðîâàíî è âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì èç n ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (aj, bj) ⊂ T, j = 1, 2, . . . , n.

Â � 1 ïîëó÷åíû äâå îáùèå òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè. Â äàëüíåéøåì (â �� 2, 3)
ýòè òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè êëàññîâ óñòîé÷èâûõ ôóíêöèé â ðÿäå êîí-
êðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1, êîòîðàÿ äàåò
íåîáõîäèìîå èíâàðèàíòíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà
ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè.

Èçëîæèì ðåçóëüòàòû � 1 ïîäðîáíåå. Ìû ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíûå íîðìèðîâàí-
íûå ïðîñòðàíñòâà X ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè T, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

(a) X ⊆ L1(T);
(b) åñëè g ∈ X, f ∈ L1(T) è |f̂(k)| ≤ |ĝ(k)| ïðè âñåõ k ∈ Z, òî f ∈ X è

‖f‖X ≤ ‖g‖X;
(c) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ∈ X, n = 1, 2, . . . , ñõîäèòñÿ â L1(T) ê

ôóíêöèè f è ‖fn‖X ≤ c, n = 1, 2, . . . , òî f ∈ X è ‖f‖X ≤ c;

53Áàðè Í. Ê., Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû, Ôèçìàòãèç, Ì., 1961.
54×àíòóðèÿ Ç. À., �Îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå�, Ìàòåì. çàìåòêè, 18:2 (1975), 185�192.
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(d) ïðè ëþáîì n ∈ Z îïåðàòîð Qn : f → enf óìíîæåíèÿ íà ýêñïîíåíòó en(t) =
eint, t ∈ T, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â X, è ñóùåñòâóåò σ ≥ 0 òàêîå,
÷òî ‖Qn‖ = O(|n|σ), |n| → ∞;

(e) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 1I ëþáîãî èíòåðâàëà I ⊆ T ïðèíàäëåæèò X.
Ïðîñòûì ïðèìåðîì òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ap(T), 1<p<2.

Äðóãèì ïðèìåðîì ñëóæàò ïðîñòðàíñòâà ÑîáîëåâàW λ
2 (T), 0 < λ < 1/2, ñîñòîÿùèå

èç ôóíêöèé f ∈ L1(T) òàêèõ, ÷òî

‖f‖Wλ
2
= |f̂(0)|+

(∑
k

|f̂(k)|2|k|2λ
)1/2

<∞.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñî ñâîéñòâàìè (a)�(e) ïîëîæèì

αX(δ) = ‖1(−δ, δ)‖X , 0 < δ ≤ π.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷èòü îöåíêó âåëè÷èíû αX(δ) íå ïðåä-
ñòàâëÿåò òðóäà.

Íàìè ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X ôóíêöèé íà

îêðóæíîñòè T îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (a)�(e). Ïóñòü f ∈ C(T). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h îêðóæíîñòè T íà ñåáÿ ñóïåðïîçèöèÿ f ◦ h
ïðèíàäëåæèò X. Òîãäà

V2(f, n) = O

(
1

αX(1/n)

)
, n→∞.

Îòìåòèì îñîáóþ ðîëü ñâîéñòâà (e). Êàê îêàçàëîñü, åñëè ïðîñòðàíñòâî X îá-
ëàäàåò ñâîéñòâàìè (a)�(d), íî íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì (e), òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, îñòàþùàÿñÿ â X ïîñëå ëþáîé çàìåíû ïåðåìåííîé, ïîñòîÿííà. Ïðè ýòîì
âìåñòî ñâîéñòâà (b) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû X îáëàäàëî ñëåäóþùèì áîëåå
ñëàáûì ñâîéñòâîì:

(b′) åñëè f ∈ X, òî ïðè ëþáîì θ ∈ T ôóíêöèÿ fθ(t) = f(t+ θ) ïðèíàäëåæèò X.
Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X ôóíêöèé íà T
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (a), (b′), (c), (d), íî íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì (e). Ïóñòü
f ∈ C(T). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h îêðóæíîñòè T íà

ñåáÿ ñóïåðïîçèöèÿ f ◦ h ïðèíàäëåæèò X. Òîãäà f = const.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå A(T) óñòîé÷èâû ëèøü ïî-
ñòîÿííûå. Ïîñëåäíèé ôàêò áûë âïåðâûå îòìå÷åí À. Ì. Îëåâñêèì 55,56.

55Îëåâñêèé À. Ì., �Ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, ÓÌÍ, 40:3(243) (1985), 157�193.
56Îëåâñêèé À. Ì., �Ãîìåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè, ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, Proceedings of the

International Congress of Mathematicians (Berkeley, CA, USA, 1986), Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1987, 976�
989.
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Â �� 2, 3 ìû ðàññìàòðèâàåì ðÿä êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé è îïèñûâàåì
ôóíêöèè óñòîé÷èâûå â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì îáùåé òåîðåìû 1 (èëè òåîðåìû 2). Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ïîëó÷åíû âïîëíå ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè (ñì. ëåììó 5 ãë. 3). Äëÿ íåêîòîðûõ ïðî-
ñòðàíñòâ íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ óñòîé-
÷èâûõ ôóíêöèé.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëàáîå ïðîñòðàíñòâî lp, 1 ≤ p <∞, � ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x = {xk, k ∈ Z} òàêèõ, ÷òî

card{k ∈ Z : |xk| > λ} = O(1/λp), λ→ +0,

ãäå cardE � ÷èñëî ýëåìåíòîâ (êîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà E. Êëàññ ôóíêöèé ñ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èç ñëàáîãî lp óìåñòíî íàçûâàòü ñëàáûì
Ap.

Â � 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà T ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ
ϕ íà íåêîòîðîì îòðåçêå [0, λ0] (λ0 > 0) òàêàÿ, ÷òî ϕ(0) = 0. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàí-
ñòâî (èíòåãðèðóåìûõ) ôóíêöèé f íà T òàêèõ, ÷òî

card{k ∈ Z : |f̂(k)| > λ} = O(1/ϕ(λ)), λ→ +0.

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ϕ ìû ïîêàçûâàåì
(òåîðåìà 3), ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèè f ∈ C(T) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå V2(f, n) = O(nϕ−1(1/n)), n→∞
(ãäå ϕ−1 � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ϕ).

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà, ïîëàãàÿ ϕ(λ) = λp, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì îïèñàíèå êëàññà
ôóíêöèé óñòîé÷èâûõ â ñëàáîì Ap. À èìåííî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâå òåîðå-
ìû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f ∈ C(T). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h îêðóæíîñòè T íà ñåáÿ èìååì

card{k ∈ Z : |f̂ ◦ h(k)| > λ} = O

(
1

λ

)
, λ→ +0;

(ii) ôóíêöèÿ f èìååò îãðàíè÷åííóþ êâàäðàòè÷íóþ âàðèàöèþ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1 < p < 2. Ïóñòü f ∈ C(T). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

(i) äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h îêðóæíîñòè T íà ñåáÿ èìååì

card{k ∈ Z : |f̂ ◦ h(k)| > λ} = O

(
1

λp

)
, λ→ +0;

(ii) V2(f, n) = O(n1/q), n→∞, ãäå 1/p+ 1/q = 1.
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Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûå
â òåðìèíàõ ðîñòà ìîäóëÿ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèè V2(f, n), ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì
îáðàçîì äàòü â òåðìèíàõ ðîñòà ìîäóëÿ âàðèàöèè V (f, n). ßñíî, ÷òî V (f, n) ≤
n1/2V2(f, n). Ìåæäó òåì, ìîæíî îöåíèòü V2(f, n) ÷åðåç V (f, n). Â ÷àñòíîñòè, ïðè
γ > 0 èìååì V2(f, n) = O(nγ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V (f, n) = O(n1/2+γ)
(ëåììà 7 è ñëåäñòâèå 1).

Â � 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ap(T), ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W λ
2 (T) è

íåêîòîðûå äðóãèå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà T. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî (ìû ñ÷è-
òàåì ôóíêöèþ f íåïðåðûâíîé) ïðè 1 < p < 2 óñëîâèå

∑∞
n=1(V2(f, n)/n)

p < ∞
âëå÷åò f ∈ Ap. Ïîñêîëüêó óêàçàííîå óñëîâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñóïåðïî-
çèöèé ôóíêöèè f ñ ãîìåîìîðôèçìàìè, èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî f ◦h ∈ Ap äëÿ ëþáîãî
ãîìåîìîðôèçìà h. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû 5 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî (ïðè
1 < p < 2) åñëè f ◦ h ∈ Ap äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h, òî V2(f, n) = O(n1/q).
(Ýòî òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü íàïðÿìóþ, ïðèìåíÿÿ îáùóþ òåîðåìó 1 ê ïðîñòðàíñòâó
X = Ap, äîñòàòî÷íî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ïðè p > 1 èìååì αAp(T)(δ) ' δ1/q.) Òàêèì
îáðàçîì âåðíà

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 1 < p < 2 è f ∈ C(T). Òîãäà:
1) åñëè

∞∑
n=1

(
V2(f, n)

n

)p
<∞,

òî f ◦ h ∈ Ap(T) äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h : T → T; â ÷àñòíîñòè ýòî òàê,

åñëè V2(f, n) = O(n1/q−ε) ïðè íåêîòîðîì ε > 0 (1/p+ 1/q = 1);
2) åñëè f ◦h ∈ Ap(T) äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h : T→ T, òî V2(f, n) = O(n1/q).

Òåì ñàìûì, íàìè ïîëó÷åí ÷àñòè÷íûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé À. Ì. Îëåâ-
ñêèì 57,58 âîïðîñ îá îïèñàíèè ôóíêöèé, óñòîé÷èâûõ â Ap. Îòìåòèì åùå, ÷òî èç
òåîðåìû 6 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü f ∈ C(T). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) f ◦ h ∈
⋂
p>1Ap(T) äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h : T→ T;

(ii) ïðè ëþáîì ε > 0 èìååì V2(f, n) = O(nε), n→∞.

Ðåçóëüòàò ïîäîáíûé òåîðåìå 6 èìååò ìåñòî äëÿ ïðîñòðàíñòâ W λ
2 , 0 < λ < 1/2,

à èìåííî âåðíà

57Îëåâñêèé À. Ì., �Ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, ÓÌÍ, 40:3(243) (1985), 157�193.
58Îëåâñêèé À. Ì., �Ãîìåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè, ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, Proceedings of the

International Congress of Mathematicians (Berkeley, CA, USA, 1986), Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1987, 976�
989.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü 0 < λ < 1/2 è f ∈ C(T). Òîãäà:
1) åñëè

∞∑
n=1

(
V2(f, n)

n1−λ

)2

<∞,

òî f ◦ h ∈ W λ
2 (T) äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h : T→ T; â ÷àñòíîñòè ýòî òàê,

åñëè V2(f, n) = O(n1/2−λ−ε) ïðè íåêîòîðîì ε > 0;
2) åñëè f ◦ h ∈ W λ

2 (T) äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôèçìà h : T → T, òî V2(f, n) =
O(n1/2−λ).

Äîêàçàòåëüñòâî �ñëîæíîé ÷àñòè� ýòîé òåîðåìû, ò.å. óòâåðæäåíèÿ 2) íåìåäëåííî
ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 1 ê ïðîñòðàíñòâóX = W λ

2 . Âîïðîñ î òî÷íîì îïè-
ñàíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óñòîé÷èâûõ â Ap, 1 < p < 2, è â W λ

2 , 0 < λ < 1/2,
îñòàåòñÿ îòêðûòûì. ×òî êàñàåòñÿ ïðîñòðàíñòâ W λ

2 , λ ≥ 1/2, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé êëàññ óñòîé÷èâûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñîäåðæèò ëèøü ïîñòîÿííûå (ýòî
âûòåêàåò èç òåîðåìû 2).

Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì êëàññ ôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñî-
ïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ (ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà) f̃ ïðèíàäëåæèò L∞. Õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà T, ñîïðÿæåííûå ê êîòîðûì íå
ïðèíàäëåæàò L∞ Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî (òåîðåìà 8) åñëè f ∈ C(T) è äëÿ ëþáîãî ãî-
ìåîìîðôèçìà h îêðóæíîñòè T ôóíêöèÿ f̃ ◦ h, ñîïðÿæåííàÿ ê f ◦h, ïðèíàäëåæèò
L∞(T), òî f = const. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 2.

Îòìåòèì åùå, ÷òî èç íàøåãî ðåçóëüòàòà î ôóíêöèÿõ, óñòîé÷èâûõ â Ap, âûòå-
êàåò (òåîðåìà 9) óñèëåíèå ïîëó÷åííîãî â 59 ðåçóëüòàòà î ôóíêöèÿõ, óñòîé÷èâûõ â
ïðîñòðàíñòâàõ lp -ìóëüòèïëèêàòîðîâ Ôóðüå.

Â � 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Ýòîò
ñëó÷àé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîãî. Ìû ïîêàçûâàåì (òåîðåìà 10),
÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿì (a), (b′), (c), (d))
îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà X ôóíêöèé íà òîðå Td, d ≥ 2, ëèáî L∞(Td) ⊆ X,
è, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ óñòîé÷èâà â X, ëèáî óñòîé÷èâû
ëèøü ïîñòîÿííûå. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ òîðà Td ïðè
d ≥ 2 ñëèøêîì ìàññèâíà. Èç ýòîé òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî, â îòëè÷èå
îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, ïðè d ≥ 2 â ïðîñòðàíñòâàõ Ap(Td) = {f ∈ L1(Td) : f̂ ∈
lp(Zd)}, 1 < p < 2, íåò íåïîñòîÿííûõ íåïðåðûâíûõ óñòîé÷èâûõ ôóíêöèé. Áîëåå
òîãî, ïðè ïîìîùè ýòîé òåîðåìû ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 11. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Td, d ≥ 2, òàêàÿ, ÷òî
f◦h∈

⋃
1<p<2Ap(Td) äëÿ ëþáîãîãîìåîìîðôèçìà h òîðàTdíàñåáÿ. Òîãäà f = const.

59Olevskii V., �Variation, homeomorphisms, and Fourier multipliers�, C. R. Acad. Sci. Paris S�er. I Math., 325:6
(1997), 639�644.

22



Ñîäåðæàíèå ãëàâû 4.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû ñóïåðïîçèöèè â ïðîñòðàíñòâå U(T)
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè T, èìåþùèõ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
Ôóðüå, è îïåðàòîðû ñóïåðïîçèöèè â êëàññàõ Ïýëè�Âèíåðà PW (Rn) ôóíêöèé èç
L2(Rn), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðûõ èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü.

Â � 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî U(T). Ýòî ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå íîð-
ìîé

‖f‖U(T) = sup
N
‖SN(f)‖C(T),

ãäå SN(f) îçíà÷àåò N -óþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f (è ‖ · ‖C(T)
� îáû÷íàÿ sup -íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C(T) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà T), ÿâëÿ-
åòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè íåòðèâèàëüíûå (ò.å.
íåëèíåéíûå) îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè, äåéñòâóþùèå â U(T). À. Ì. Îëåâñêèì 60

âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ � îòðèöàòåëüíûé. Ñëåäóÿ
îáçîðàì À. Ì. Îëåâñêîãî 61,62 è Æ.-Ï. Êàõàíà 63, ïðèâåäåì èçâåñòíûå ðåçóëüòà-
òû. Àëïàð ïîêàçàë, ÷òî íåòðèâèàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ íå äåéñòâóþò
â U(T). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêèé ãîìåîìîðôèçì îêðóæíîñòè, äåéñòâóþùèé â
U(T), äîëæåí áûòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì � ýòî íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ñëå-
äóþùèõ äâóõ ðåçóëüòàòîâ. Îäèí èç íèõ � ðåçóëüòàò Ä. Ì. Îáåðëèíà (ñì. 64),
çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà êîìïàê-
òå F ⊆ T íóëåâîé ìåðû, ïðîäîëæàåòñÿ íà T äî ôóíêöèè èç U(T). Äðóãîé �
(çíà÷èòåëüíî áîëåå ðàííèé) ðåçóëüòàò Ä. Å. Ìåíüøîâà, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
íèêàêîé êîìïàêò ïîëîæèòåëüíîé ìåðû òàêèì èíòåðïîëÿöèîííûì ñâîéñòâîì íå
îáëàäàåò (ñì. 65). Îòìåòèì, ÷òî âìåñòå ñ òåì, ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå îòîá-
ðàæåíèÿ ϕ òàêèå, ÷òî ‖einϕ‖U(T) = O(1) (âñÿêîå òàêîå îòîáðàæåíèå äåéñòâóåò èç
A(T) â U(T)). Òàê, íàïðèìåð, Ð. Êàóôìàí, óñèëèâ îäèí ðåçóëüòàò Àëïàðà, ïî-
êàçàë, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ ãëàäêîñòè C3 è âûøå áåç òî÷åê
îäíîâðåìåííîãî âûðîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà áîëüøåãî 1 (ñì.66).

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòîé ñëó÷àé êóñî÷íî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Êàê îêà-
çàëîñü âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ � êóñî÷íî ëèíåéíîå íî íåëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîá-

ðàæåíèå îêðóæíîñòè T â ñåáÿ. Òîãäà ‖einϕ‖U(T) ' log |n|, n ∈ Z.

60Îëåâñêèé À. Ì., �Ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, ÓÌÍ, 40:3(243) (1985), 157�193.
61Îëåâñêèé À. Ì., �Ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, ÓÌÍ, 40:3(243) (1985), 157�193.
62Îëåâñêèé À. Ì., �Ãîìåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè, ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, Proceedings of the

International Congress of Mathematicians (Berkeley, CA, USA, 1986), Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1987, 976�
989.

63Kahane J.-P., �Quatre le�cons sur les hom�eomorphismes du circle et les s�eries de Fourier�, in: Topics in Modern
Harmonic Analysis, Vol. II, Ist. Naz. Alta Mat. Francesco Severi, Roma, 1983, 955�990.

64Îëåâñêèé À. Ì., �Ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé è ðÿäû Ôóðüå�, ÓÌÍ, 40:3(243) (1985), 157�193.
65Áàðè Í. Ê., Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû, Ôèçìàòãèç, Ì., 1961; ãë. VI, � 6.
66Kahane J.-P., �Quatre le�cons sur les hom�eomorphismes du circle et les s�eries de Fourier�, in: Topics in Modern

Harmonic Analysis, Vol. II, Ist. Naz. Alta Mat. Francesco Severi, Roma, 1983, 955�990.
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Ðàçóìååòñÿ, îöåíêà ñâåðõó â ýòîé òåîðåìå âûòåêàåò èç óæå óêàçàííîé (â ñâÿçè
ñ ðåçóëüòàòàìè ãëàâû 1) îöåíêè Êàõàíà ‖einϕ‖A(T) ' log |n|. Ìû ëèøü ïîëó÷àåì
îöåíêó ñíèçó. Èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî êóñî÷íî ëèíåéíûå îòîáðà-
æåíèÿ íå äåéñòâóþò èç A(T) â U(T). Áîëåå òîãî (ýòî � íåìåäëåííîå ñëåäñòâèå
ïîëó÷åííîé îöåíêè è òåîðåìû î çàìêíóòîì ãðàôèêå, ïðèìåíåííîé ê îïåðàòîðó
f → f ◦ ϕ), åñëè ϕ � íåòðèâèàëüíàÿ êóñî÷íî ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé, òî
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w(n), n = 0, 1, 2, . . . íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë ñ óñëîâèåì w(n) = o(log n) íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ,
÷òî

∑
k |f̂(k)|w(|k|) < ∞, íî f ◦ ϕ /∈ U(T). Ðàçóìååòñÿ, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

òàêèå çàìåíû ïåðåìåííîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðóøàþò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü
ðÿäà Ôóðüå.

Â � 2 ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî PW (Rn) ôóíêöèé èç L2(Rn), ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðûõ èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Ïðè n = 1 ñîîòâåòñòâó-
þùèé êëàññ èçó÷àëñÿ Í. Âèíåðîì è Ð. Ïýëè 67. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè êëàñ-
ñà PW âîçíèêàþò â çàäà÷àõ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ (â ýòîé ñâÿçè ñì., íàïðèìåð,
áèáëèîãðàôèþ ðàáîòû 68) è ÷àñòî íàçûâàþòñÿ ñèãíàëàìè â îãðàíè÷åííîì äèà-
ïàçîíå (bandlimited signals). Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíûå (àôôèííûå) îòîáðàæåíèÿ
Rn äåéñòâóþò â PW (Rn). Êàê ïîêàçàëè Ø. Àçèçè, Ä. Êîêðýéí è Äæ. Í. Ìàêäî-
íàëüä 69, åñëè ϕ � ãîìåîìîðôèçì ïðÿìîé R íà ñåáÿ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ PW (R) ìû èìååì f ◦ϕ ∈ PW (R), òî îòîáðàæåíèå ϕ àôôèííî. Ýòè æå àâòî-
ðû ïîñòàâèëè âîïðîñ 70 î òîì, âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå.

Ìû äàåì ïîëíîå îïèñàíèå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : Rm → Rn, äåéñòâóþ-
ùèõ èç PW (Rn) â PW (Rm). Ëèøü èíúåêòèâíûå àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ ϕ îáëà-
äàþò ýòèì ñâîéñòâîì, à èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Rm â Rn. Ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ PW (Rn) ñóïåðïîçèöèÿ f ◦ ϕ ïðèíàäëåæèò

PW (Rm);
(ii) ϕ � èíúåêòèâíîå àôôèííîå îòîáðàæåíèå.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ïîëó÷àåì ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà óêàçàííûé âûøå âî-
ïðîñ ðàáîòû 71, áîëåå òîãî, ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì,

67Âèíåð Í., Ïýëè Ð., Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â êîìïëåêñíîé îáëàñòè, Íàóêà, Ì., 1964.
68Azizi S., Cochran D., and McDonald J. N., �On the preservation of bandlimitedness under non-a�ne time warping�,

Proc. of the 1999 Int. Workshop on Sampling Theory and Applications (SAMPTA), Aug. 11-14, 1999, Loen, Norway,
The Norwegian University of Science and Technology, pp. 37�40.

69Azizi S., Cochran D., and McDonald J. N., �On the preservation of bandlimitedness under non-a�ne time warping�,
Proc. of the 1999 Int. Workshop on Sampling Theory and Applications (SAMPTA), Aug. 11-14, 1999, Loen, Norway,
The Norwegian University of Science and Technology, pp. 37�40.

70Azizi S., McDonald J. N., and Cochran D., �Preservation of bandlimitedness under non-a�ne time warping for
multi-dimensional functions�, In: 20th Century Harmonic Analysis � A Celebration, J. S. Byrnes, ed., NATO Science
Series, II Mathematics, Physics and Chemistry, 2001, V. 33, Kluwer, p. 369.

71Azizi S., McDonald J. N., and Cochran D., �Preservation of bandlimitedness under non-a�ne time warping for
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è, òàêèì îáðàçîì, íàø ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íîâûì äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Ñîäåðæàíèå äîáàâëåíèÿ.

Ïóñòü A+
p (D) (1 ≤ p ≤ ∞) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

f(z) =
∞∑
n=0

f̂(n)zn, z ∈ D,

àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D = {z ∈ C : |z| < 1} êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè C òàêèõ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà f̂ = {f̂(n); n =
0, 1, 2, . . .} ïðèíàäëåæèò lp. Äëÿ f ∈ A+

p (D) ïîëîæèì ‖f‖A+
p (D) = ‖f̂‖lp.

Àíàëèòè÷åñêàÿ â D ôóíêöèÿ m íàçûâàåòñÿ lp -ìóëüòèïëèêàòîðîì, åñëè äëÿ
âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ A+

p (D) ïðîèçâåäåíèå m · f ïðèíàäëåæèò A+
p (D). Ñåìåéñòâî

âñåõ òàêèõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç M+
p (D). Ñíàáæåííîå åñòå-

ñòâåííîé íîðìîé
‖m‖M+

p (D) = sup
‖f‖

A+
p (D)

≤1
‖m · f‖A+

p (D),

M+
p (D) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé (ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì ôóíêöèé).
Íàñ èíòåðåñóåò ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêèå âíóòðåííèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò

M+
p (D)? Íàïîìíèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â D ôóíêöèÿ I íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé,

åñëè |I(z)| ≤ 1, z ∈ D, è |I(eit)| = 1 ïî÷òè âñþäó. Îáçîð ðÿäà ðåçóëüòàòîâ î
âíóòðåííèõ ôóíêöèÿõ è ìóëüòèïëèêàòîðàõ èìååòñÿ â ñòàòüå Ñ. À. Âèíîãðàäî-
âà 72. (Ìû óïîòðåáëÿåì îáîçíà÷àåíèÿ A+

p (D) è M+
p (D) âìåñòî èñïîëüçîâàííûõ

Âèíîãðàäîâûì îáîçíà÷åíèé lpA è Mp
A.)

Õîðîøî èçâåñòíî 73, ÷òî M+
p (D) =M+

q (D) ïðè 1/p+ 1/q = 1, è

A+
1 (D) =M+

1 (D) =M+
∞(D) ⊆M+

p (D) ⊆M+
2 (D) = H∞(D), (12)

ãäå H∞(D) � ïðîñòðàíñòâî Õàðäè îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â D.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó M+

1 (D) = M+
∞(D) = A+

1 (D) (ñì. (12)), âíóòðåííèå
ôóíêöèè â M+

p (D) ïðè p = 1, ∞ � ýòî ëèøü êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ λ ∈ C (òîëüêî òàêèå âíóòðåííèå ôóíêöèè íåïðåðûâíû
â D âïëîòü äî ãðàíèöû 74). Ñëó÷àé p = 2 òðèâèàëåí, òàê êàê M+

2 (D) ñîâïàäàåò ñ
ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè H∞(D) (ñì. (12)). Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àåìûé íàìè âîïðîñ
èíòåðåñåí ëèøü â ñëó÷àå p 6= 1,∞, 2.

Â § 1 ìû ðàññìàòðèâàåì ñèíãóëÿðíûå âíóòðåííèå ôóíêöèè. ò.å. âíóòðåííèå
ôóíêöèè S, íå èìåþùèå íóëåé â D, òàêèå, ÷òî S(0) > 0. Âñÿêàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ

multi-dimensional functions�, In: 20th Century Harmonic Analysis � A Celebration, J. S. Byrnes, ed., NATO Science
Series, II Mathematics, Physics and Chemistry, 2001, V. 33, Kluwer, p. 369.

72Âèíîãðàäîâ Ñ. À., �Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ
èç lp �, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 254:6 (1980), 1301�1306.

73Íèêîëüñêèé Í. Ê., �Î ïðîñòðàíñòâàõ è àëãåáðàõ òåïëèöåâûõ ìàòðèö äåéñòâóþùèõ â lp �, Ñèá. ìàòåì. æ.,
7 (1966), 146�158.

74Ãàðíåò Äæ., Îãðàíè÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, Ìèð, Ì., 1984.
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èìååò âèä

S(z) = exp

(
−
∫
∂D

ξ + z

ξ − z
dµ(ξ)

)
,

ãäå µ � ïîëîæèòåëüíàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà íà îêðóæíîñòè ∂D = {z ∈ C : |z| = 1}.
Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùåé ìåðîé ôóíêöèè S. Çàìêíóòûé íîñèòåëü ýòîé
ìåðû íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ôóíêöèè S.

Êàê ïîêàçàë È. Ý. Âåðáèöêèé 75, ñèíãóëÿðíàÿ âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ

S(z) = exp

(
− a1 + z

1− z

)
, a > 0

(ñïåêòð êîòîðîé � îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {1}), ïðèíàäëåæèò M+
p (D) ëèøü â

òðèâèàëüíîì ñëó÷àå p = 2. Ñóùåñòâóþò ëè âîîáùå ñèíãóëÿðíûå âíóòðåííèå ôóíê-
öèè S 6≡ 1 âM+

p (D), p 6= 2? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Ñ. À. Âèíîãðàäî-
âûì â 76, íàì íå èçâåñòåí. Òåì íå ìåíåå ìû óêàçûâàåì ðÿä óñëîâèé, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõ ìàññèâíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íà îêðóæíîñòè, âûïîëíåíèå êîòîðûõ äëÿ
ïðîèçâîëüíî âçÿòîãî ìíîæåñòâà E ⊆ ∂D îçíà÷àåò, ÷òî E íå ìîæåò ñëóæèòü ñïåê-
òðîì íèêàêîé ñèíãóëÿðíîé âíóòðåííåé ôóíêöèè èç M+

p (D) ïðè p 6= 2 (òåîðåìû
1, 2 è èõ ñëåäñòâèÿ 1, 2, 3). Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî èìååò ìåñòî, åñëè E íåäîñòàòî÷-
íî ìàññèâíî. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñïåêòð ñèíãóëÿðíîé
âíóòðåííåé ôóíêöèè S ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ïîðèñòûì ìíîæåñòâîì, òî S ïðèíàä-
ëåæèò M+

p (D) ëèøü ïðè p = 2.
Â § 2 ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå, ò.å. ôóíêöèè âèäà

B(z) = zm
∏
zn 6=0

−|zn|
zn

z − zn
1− znz

ñ íóëÿìè {zn} ⊂ D, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ

∞∑
n=1

(1− |zn|) <∞

(âñÿêàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè íóëè ïðîèçâåäå-
íèÿ Áëÿøêå B èìåþò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó (íà ∂D) è íàêàïëèâàþòñÿ
ê íåé î÷åíü áûñòðî, òî B ∈ M+

p (D). Òî÷íåå, ïóñòü B � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ
íóëÿìè {zn}, zn → 1, òàêèìè, ÷òî∑

n:|1−zn|<ε

|1− zn| = O(ε), ε→ +0; (13)

òîãäà B ∈
⋂

1<p<∞M
+
p (D). Ýòî òåîðåìà Âèíîãðàäîâà�Âåðáèöêîãî (ïåðâîíà÷àëüíî

îíà áûëà äîêàçàíà Âèíîãðàäîâûì 77 â ñëó÷àå, êîãäà zn ñòðåìÿòñÿ ê 1 íåêàñàòåëü-
75Âåðáèöêèé È. Ý., �Î ìóëüòèïëèêàòîðàõ ïðîñòðàíñòâ lpA �. Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 14:3 (1980), 67�68.
76Vinogradov S. A., �Multiplicative properties of lpA�. In: Linear and Complex Analysis Problem Book, Lect. Notes

in Math., Vol. 1034, Springer-Verlag, 1984, pp. 572�574.
77Âèíîãðàäîâ Ñ. À., �Ìóëüòèïëèêàòîðû ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ èç lp �. Çàï.

íàó÷í. ñåì. ËÎÌÈ, 39(1974), 30�39.
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íî, è âïîñëåäñòâèè ðàñïðîñòðàíåíà íà îáùèé ñëó÷àé íåçàâèñèìî Âèíîãðàäîâûì 78

è Âåðáèöêèì 79). Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå B ñ åäèíñòâåííîé ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé íóëåé è ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î ðàñïî-
ëîæåíèè íóëåé ïîëó÷àåì óñëîâèå, íåîáõîäèìîå äëÿ âêëþ÷åíèÿ B ∈ M+

p (D) (òåî-
ðåìà 3). Ïîëüçóÿñü ýòèì óñëîâèåì, ìû ïîêàçûâàåì (òåîðåìà 4), ÷òî åñëè íóëè ïðî-
èçâåäåíèÿ Áëÿøêå ñòðåìÿòñÿ ê 1 íåêàñàòåëüíûì îáðàçîì, îñòàâàÿñü â çàìêíóòîé
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî âåðíî óòâåðæäåíèå îáðàòíîå ê òåîðåìå Âèíîãðàäîâà�
Âåðáèöêîãî: â ýòîì ñëó÷àå, åñëè B ∈ M+

p (D) ïðè êàêîì-ëèáî p 6= 2, òî âûïîëíÿ-
åòñÿ (13).

Íåÿñíî, ê êàêèì ìíîæåñòâàì íà ∂D ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ íóëè ïðîèçâåäåíèé
Áëÿøêå, ïðèíàäëåæàùèõ M+

p (D), p 6= 2. Ìû ñòðîèì (òåîðåìà 5) ïðîèçâåäåíèå
Áëÿøêå, ïðèíàäëåæàùåå

⋂
1<p<∞M

+
p (D), òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê

åãî íóëåé ñîâåðøåííî.
Íàïîìíèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñïåêòðîì âíóòðåííåé ôóíêöèè I íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî σ(I) âñåõ ξ ∈ C òàêèõ, ÷òî 1/I íå ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðî-
äîëæåíà â îêðåñòíîñòü òî÷êè ξ. Êàê èçâåñòíî 80, âñÿêàÿ âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ
I äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ I = λBS, ãäå λ ∈ C, |λ| = 1, � ïîñòîÿííàÿ, B �
ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå, è S � ñèíãóëÿðíàÿ âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì èìååì
σ(I) = {zn} ∪ suppµ, ãäå {zn} � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà íóëåé {zn} ìíîæèòåëÿ
Áëÿøêå B è suppµ � çàìêíóòûé íîñèòåëü ïðåäñòàâëÿþùåé ìåðû ñèíãóëÿðíîãî
ìíîæèòåëÿ S (ñì. 81). Îòìåòèì, ÷òî, êàê ïîêàçàíî â 82, åñëè ñïåêòð σ(I) âíóò-
ðåííåé ôóíêöèè I â ïåðåñå÷åíèè ñ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòüþ èìååò ïîëîæèòåëü-
íóþ ìåðó, òî I /∈ M+

p (D), êàêîâî áû íè áûëî p 6= 2. Ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç
ñâîéñòâà ñóùåñòâåííîé íåïðåðûâíîñòè lp -ìóëüòèïëèêàòîðîâ Ôóðüå, ïîëó÷åííîãî
àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À. Ì. Îëåâñêèì â 83, ñì. òàêæå 84,85. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íóëè
ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå B íàêàïëèâàþòñÿ ê ìíîæåñòâó ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, òî
B /∈ M+

p (D) ïðè p 6= 2. Ïî òîé æå ïðè÷èíå, åñëè S � ñèíãóëÿðíàÿ âíóòðåííÿÿ
ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî åå ñïåêòð èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, òî S /∈ M+

p (D) ïðè
p 6= 2. Åñëè æå âçÿòü âíóòðåííþþ ôóíêöèþ I òàêóþ, ÷òî åå ñïåêòð â ïåðåñå÷å-
íèè ñ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòüþ ∂D èìååò íóëåâóþ ìåðó è ðàññìîòðåòü ãðàíè÷íîå
çíà÷åíèå ôóíêöèè I êàê ôóíêöèþ íà îêðóæíîñòè T, òî èìååì I(eit) = eig(t), ãäå g

78Âèíîãðàäîâ Ñ. À., �Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ
èç lp �, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 254:6 (1980), 1301�1306.

79Âåðáèöêèé È. Ý., �Î ìóëüòèïëèêàòîðàõ ïðîñòðàíñòâ lpA �. Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 14:3 (1980), 67�68.
80Ãàðíåò Äæ., Îãðàíè÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, Ìèð, Ì., 1984.
81Íèêîëüñêèé Í. Ê., Ëåêöèè îá îïåðàòîðå ñäâèãà, Íàóêà, M., 1980.
82Lebedev V. V., �Spectra of Inner functions and lp -Multipliers�, in: Complex Analysis, Operators, and Related

Topics: The S. A. Vinogradov Memorial Volume, Operator Theory: Advances and Applications, 113, eds.: V. P. Havin,
N. K. Nikolski; Birkh�auser, Basel-Boston-Berlin, 2000, 205�212.

83Lebedev V., Olevski�� A., �Bounded groups of translation invariant operators�, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 322
(1996), 143�147.

84Lebedev V., Olevski�� A., �Idempotents of Fourier multiplier algebra�, Geometric and Functional Analysis (GAFA),
4:5 (1994), 540�544.

85Ëåáåäåâ Â. Â., Îëåâñêèé À. Ì., �Lp -ìóëüòèïëèêàòîðû Ôóðüå ñ îãðàíè÷åííûìè ñòåïåíÿìè�, Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð.
ìàòåì., 70:3 (2006), 129�166.

27



� âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ãëàäêàÿ íà âñÿêîì èíòåðâàëå, äîïîëíèòåëüíîì ê ìíî-
æåñòâó F , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì σ(I) ∩ ∂D = {eit, t ∈ F}. Ïðè
ýòîì, åñëè J � èíòåðâàë, ñîäåðæàùèéñÿ â T \F è íàõîäÿùèéñÿ áëèçêî îò F , òî g
ñèëüíî îñöèëëèðóåò íà J , è ïîâåäåíèå ôóíêöèè I(eit) íàïîìèíàåò ïîâåäåíèå ýêñ-
ïîíåíòû eiλϕ(t) ñ áîëüøîé ÷àñòîòîé λ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ïðè èññëåäîâàíèè âíóòðåííèõ ôóíêöèé èç M+

p (D) ñîîáðàæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå
ïðè èññëåäîâàíèè ýêñïîíåíò eiλϕ.
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